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1. fejezet

A modulalt jelek altalanos leirasa

1.1. A modulalt jelek vektortérbeli leirasa

Legyen a forras altal eldallitott szimb6lumok sorozata {§ki}, amelyre igaz, hogy minden eleme egy
M értékkészletli abécébdl veszi fel az értékeit, azaz k; € {1,...,k,...,M}, és az i index az idGbeli
sorrendet jeloli. (Ha az eredeti forrds L értékkészletl szimbdlumsorozatot éllit eld, és azokbdl K
darabot 6sszefogva 4llitjuk el a & szimbélumokat, akkor M = LX) Jeloljiik a szimbolumidét T-vel, ily
modon az i-edik 1dérésben a §k’_ szimbodlumot vissziik at, azaz, ha k; = h, akkor a h-adik szimbdélumot.

A {&, } szimbSlumsorozat dtviteléhez idSben folytonos fiiggvényeket haszndlunk, ezeket {xy, (7)}-
vel jeloljiik. A moduléci6 tehat egyszerti leképezés, miszerint a ak,' szimb6lumhoz az xy, (t —iT) idSben
eltolt elemi jelet rendeljiik hozz4.

Tételezziik fel, hogy az elemi jel csak a [0,7") tartomdnyban kiilonbozik nullétdl, azaz

| tetsz8leges, t€[0,T)
wi={ 5 (#[0,7)

vagyis az elemi jelek tartGja a [0,7') tartomény. (Természetesen ez a megkotés nem teljesiil dltaldban,
de a targyalds egyszer(sitése érdekében célszerl bevezetni, ily médon ugyanis az egyes idorésekben
a jelek fiiggetleniil kezelhetSk, éppezért a tovdbbiakban az i idSindexet elhagyva csak &, és xi(r)
jeloléseket alkalmazunk.)
Vezessiik be a {@;(r)} ortonormdlt bazist az aldbbi tulajdonsdgokkal:
e (1) tartGja a [0,7) tartomdny, j=1,...,N;
e a skaldris szorzat

(000 = [omra={ § 171

0

o a{Q;(r)} bazis teljes az {x;(z)} elemi jelekre, ami annyit jelent, hogy érvényesek az egyenletek

N
xi(t) = .):1 X, Q1)
=

altalanositott
T Fourier-sorfejtés
Xy, = ({xk(f)(Pj(f)df

Megjegyzendd, hogy az ortonormaltsag az in. Gram—Schmidt-ortogonalizaldssal mindig biztosit-
hato, azaz:

1. x1(t) = ai (t)
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$2(7)

)Ck2

X}, k)
Xy ®1(1)
¢3(1)

1.1. abra. Jelek vektoros abrazolasa

o) =210, [@2)dr = 1=k [2(1)di
0 0

!
2. %a(t) = by (1) + coa(t)
T
[x2(t)@1(2)dt = b, igy x2(t) — b@;(t) = c@,(¢), ahol a bal oldal ismert, tehdt @,(z) és c az 1.
0
pontbeli eljardssal meghatdrozhato.

3. Ezutan az eljaras folytathato.
Mindebbdl nyilvanvald, hogy ateljes tér dimenzidja N < M, ahol N az ortonormaélt bizis elemeinek
a szdma, M az elemi jelek (lizenetek) szdma.
A jelek tehat kétféle modon abrazolhatok:

a) xx(r) id6figgvényekkel;
b) Xp = {Xk,," -, X%, -, Xy ) Vektorokkal;

c) Hlusztracié: 1.1. dbra (N = 3).
A jel energidjénak kiszdmitdsa:

(ixk/q’] ) (i%@z(ﬁ) dr =
Jj=1 =1

T
Xk xk]/(Pj )i (t
0

I
Mz “T—=

M=

11

1

~.
I

I
1=
=N

X
1

J

~.
I

A jel energidja az x; vektor hosszdnak a négyzete.
A modul4cié tehdt nem jelent mdst, mint a szimbdlumok hozzdrendelését idében folytonos jelek-
hez, vagy N dimenzi6s térbeli vektorokhoz, tehat:

& = x(1—iT) vagy &, — xXi.

A vizsgdlt csatorna az 1.2. dbrdn l14that6. A csatorna Un. additiv zajos csatorna. Az lizenetek vissza-
allitdsa nem jelent mast, mint minden idérésben a k; becslését, azaz k; meghatarozasat. A tovabbiakban
a v(t) zajrdl azt feltételezziik, hogy az fehér Gauss-zaj.



1.2. A FEHER GAUSS-ZAJ LEIRASA A VEKTORTERBEN 7

7aj
v | v(r)
& modu- Xk"/L T 1 demodu- donté ki
fome | tdtor xki(t_%/ ()l titor Késziilék | ° 1

1.2. dbra. A csatorna modellje

1.2. A fehér Gauss-zaj leirasa a vektortérben

A rendszer egységes kezelése érdekében irjuk le a fehér Gauss-zajt is az {x(r)} dltal generalt vektor-
térben. A fehér Gauss-zaj jellemz6 paraméterei:

2

e No. egyoldalas teljesitménys(iriség [

° T,ketoldalas teljesitménysiiriiség [Hﬂz],

® 50= in M kétoldalas teljesitménysiirtiség [%} .
sec
A fehér Gauss-zaj autokorrelacids fliggvénye

oo oo

) Ny 1 N
R(x) = / /% () day = 2 20

/"do = = 8(1)

2 2nm

—oo —o0

Definidljuk a v zajvektort az N dimenzids térben

T
v, = /V(t)(pj(t)dt; V={Vi,e Vi)
0
Mivel v(¢) sztochasztikus folyamat, v valdsziniiségi vektorvaltozd, melynek elemei az aldbbi tulajdon-

sdgokkal jellemezhetdk:

e Vv;, Gauss-eloszlasu val6szintiségi valtoz6, mivel v(¢)-bdl linedris transzformacidval allitottuk eld.

o E {vj} =0, ugyanis

E /Tv(t)(p] /E{v )}o(r)dt =
0

e korrelacio
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= % /(pj(t)cpk(t)dt =
0

AL
0, Jj#k
o Az egyes id6résekben a v vektorok fiiggetlenek egymadstdl, igy a v vektor fiiggetlen Gauss-
eloszlasu valdszinliségi vektorvéltozo az aldbbi strliségfiiggvénnyel:

i = () flew(22) = () Trew (- 5)

Fontos megjegyezni, hogy

N
V(1) # ;VﬂPj(t),

tehdt a {@;(r)} bazis a fehér Gauss-zajra nem teljes.
N ~
v(t) = ) vj0;(1) + (),
=1

ahol V(z) a fehér Gauss-zaj azon OsszetevSinek az Osszessége, amelyek a hasznos jel altal generdlt
(kifeszitett) téren kiviil esnek.
A vevd bemenetére jutd jel az

r(t) =xi(t) +v(t),

feltéve, ha tudjuk, hogy a vizsgélt idérésben a k-adik szimbdlumot éllitotta el a forrds. A vevo
bemenetére jutd jel leirhat6 az dltalunk definidlt vektortérben is, igy létrejon azr = {ry,...,rj,...,ry}
vektor, ahol

T
rj:/r(t)(pj(t)dt:xkj—l—vj.
0

A kordbbi vizsgalatbdl azonban nyilvanvald, hogy
N
r(t) # Y rjo;(),
j=1
hiszen
N N B
r(t) =) x,0;(0) + Y Vo) +V(r).
j=1 j=1
Felvetddik tehét a kérdés, hogy az r(t) vételéhez, pontosabban az xi(¢) megfigyeléséhez elegends-e
csak az r vektor elemeit meghatdrozni? A vélasz erre a kérdésre igen, vagyis r megfigyelése elégséges

statisztika az lizenet vételéhez.
Erdemes megjegyezni, hogy

E{rv@®)} = ESV(@)
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= E (Wﬂ—ivm(t)) / (x(p) +v(p))e;(p)dp p =
=1

0

- E{ (v(r) - ﬁw«m(r)) (x, +v,.>} -
=1
= E{ (v(t) v,(pl(t)> vj} =

N

= E{v@)v;} - Y E{vv;}et)

=1

=

~
Il

T
= E v(t)/v(P)(Pj(P)dP —qu’j(’):
0
- /E{v ()} o;(p)dp %‘Pj(f):
No I N
= f/ﬁ(t—p)wj(p)dp— 7°<P;(t) =0,
0

azaz a V(t) fiiggetlen az r elemeitdl, igy nem hordoz semmiféle informéciét az x; vektorrol.
A vevdbe juté jelbdl szarmazé r vektor statisztikdja a py(y | x;) feltételes val6szintiségi stirtiség-
fiiggvénnyel adhaté meg. Ennek el6allitdsdhoz tudjuk:

e Az r vektor feltételesen Gauss-eloszlasu, feltéve azt, hogy a k-adik iizenetet kiildték.

e Azr vektor elemei feltételesen fiiggetlenek egymdstol.

T T
o E{r;|x:} :E{({r(t)(pj(t)dt} :E{({(xk(t)w(z))(pj(t)d;} = Xy

e Az r;szérasnégyzete az aldbbi kifejezéssel hatdrozhaté meg:

Moj=1
E{(rj—xi)(ri—xq) | xc} =E{v;vi} = { 02 7l

Ezért az r vektor elemei feltételesen fiiggetlen Gauss-eloszldsi valdszinliségi véltozék. Az r
elemeinek feltételes egyiittes eloszldsa

N 2 N
1 (yj_xkj)
(Y | x0) ex 2V =T11p & |x),
=11 p< | CAOIEY

ahol

1 (yj_xkj)2
prj(yj|xkj):\/7lwoexp _T .

1.3. Példak a modulalt jelek vektortérbeli leirasara

QPSK jel
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M =4, elemi jelek:
X1 (l) = COS((D()Z) = —Xz(l)
() = sin(wor) = —xg(t) [ EOT)

Az ortonormadlt bazisfiiggvények el6allitdsa:

x1(t) = a@i(t),

cos? (oot dt =

Ot ~—~ T —~

_ ! 0/(1 +cos(2mpt)) dt =

N

)

T 1 [sinQwot)]" T
2 2

21 200 |,

ha 2wyT = 1t + n. Ebbdl

[2 T
(P](l) = TCOS((D()Z)7 X1 = — X12 = O,

2 )

T
="\ 5 =0.

A Gram-Schmidt-ortogonalizalas 1épéseit kdvetve:
x3(t) = b1 (1) +ca(1),

és értelemszeriien

P

ha 2T = 2m+ n2n. Ezért x3(¢) = c@a(t), amibdl az el6z8 1épésekhez hasonléan

/2 IT
(pz(l‘) = TSin((D()l‘), x31=0, x3= 5’

T
x41 =0, xgp=-— 5

és értelemszeriien
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$2(7)

S5

>

[l
o5

()
N———

e
(3]
Il
/a\ /N /T\ VN
|
Sl
S =
N——— N———

X3

X2 X1
T T

. \/% @1(1)

1.3. dbra. A QPSK jel vektoros dbrdzoldsa

Sl

QO
S
N———

e
@
I

el
A
I

A vektorokat egy kétdimenzids térben lehet dbrdzolni (1.3. dbra), tehdt N =2 < M. Az 4brizolds
a szokdsos, un. konstellacios diagramra emlékeztet, tartalmilag azonban teljesen mas értelmet hordoz.
Erdemes azt is megemliteni, hogy az 4brardl a vektorok kozotti tdvolsag is leolvashato:

Ixi —x3)* = ||xi(t) —x3(0)|)* =
T
= /(cos(u)ot) —sin(wor))* df =
0

= (r1—x31)2 + (x12 —x32)* =
2 2

_ T T 7

- (V) +(5) -

i —%al* = |l (0) —x0)|* =
T,

_ / (2cos(wot))2di =

(=]

= (x11—x21)% 4 (X0 —x20)% =

FSK jel
M = 2 (bindris rendszer), elemi jelek:

x1(t) = cos(myt)

x2(t) = cos(wyt) 1€[0,7)

Az ortonormadlt bazisfiiggvények elballitasa:
xi(t) = a1 (1),

T
T
2 2
a !Xl() 27

2
01(1) = \/;cos(u)lt), x| =

ha2w;T = 7w+ In. Ebbdl

x12 = 0.
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A Gram-Schmidt-ortogonalizalas 1épéseit kdvetve:
x2(t) = by (1) + (1),

S8
I
—~—~

x ()@ (¢)dt =

T

/cos(mzt) cos(r)dt =
0

T
/ (cos (@1 — 02)1) +cos (@1 + 1)) di =

0
1 [sin((@; — o)1) sin((0; + o)) 1"
E[ 1 2 + 1 2 :|0
1 si

W] — 0 o) + 0
1 n(((m —(l)z)T)
T?2 W — 0

ha (0; + )T = n+ nn. Bevezetve a A® = ®; — o, jelolést (o1 > )

b /21Tsin(A0)T)_ /T sin(AoT)
VT2 AT V2 AT

Az ortogonalizalds kovetkez6 1€pése ¢ meghatarozdsa.
x2(t) = b1 (1) = c@a(1),

xolt) — \@ S“‘A(ii‘;” \@ cos(@it) = s (t).

Ebbdl

tagonként pedig
T
T
JECEEES
0

ha 2w, T =t + hr.
T

p [ oi(r)ar =2
0

T T

2b/xz(t)(p1(t)dt = 2b/cos(m2t)\/gcos(mlt)dt =

0 0
T

2
= 2by/ T /cos((ozt)cos((olt)dt =2b-D,

0
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92(1)
\/; X = (\/E,O)
1
(smpony = (VE - (252))
1 ( AwT ) %) .
91(1)
A
L
sinA(ﬁ)(;)_T)

1.4. dbra. Az FSK jel vektoros abrazolasa

lasd kordbban. Igy a ¢ értéke konnyen meghatérozhato:

. 2
2T T T /(sin(Aal)
2 2 2 AT ’

T sin(A®T) s1n A(DT)
0=y o 2= \/ .
2 AT AoT

A @,(1) fuggvény a fentiek alapjan megadhatd, hiszen

) = cos(myt) — \/g A(ﬁ)(;T) \/gcos((olt)

92(0) = ~ (ual0) — by ¢

vagyis

sin(AwT) 2
AoT
A jeleket ismét egy kétdimenzids vektortérben tudjuk dbrdzolni (1.4. dbra). Ez a vektortér azonban
semmilyen kapcsolatban nem all a fazistérrel, amely a megszokott konstellacios diagramok dbrazola-
séra szolgdl. Az dbrérdl leolvashat6 a vektorok kozotti tdvolsdg:

Ixi =%|? = Jx () —xn@)|* =
= (xn1 —X21)2+(X12—X22 =
T (1 s1n(A(oT Z < sin AmT)> ) B
2 AT 2 AoT

_ T 5_ 2s1n(A(uT _
2 AoT
_ (i sin(A®T)
AoT

Néhany specidlis eset elemzése:

1. AT =7, Ao =%
Ekkor a két jel (x; (7) és x(2)) ortogondlis, pontosabban ez az a legkisebb frekvencialoket, amely-
nél ez fennall. Eppen ezért ennek a moduléciénak Minimum Shift Keying (MSK) a neve.

bt (1) = x2(1) > =

2. AoT =27, Aw = 2
A két jel ekkor is ortogondlis. A modulécié neve Fast Frequency Shift Keying (FFSK).

bt (1) = x2(1) |2 =
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X (1)

1.5. dbra. Az MSK jel idofiiggvényei

3. AoT =km, k=3,4,..., Aw= T
A jelek ortogondlisak.
b (1) =@ =T

4. Maximadlis a két jel kozotti euklideszi tdvolsdg, ha

sin(A®T) e
————~ — minimalis
AT

Ennek az értéke

sin(A®T)
AT

44934

=—0.21723, A0T =4.4934 [rad], A® T

lx1(£) = x2(2)||* = 1.217T

()~ @ =T <1 - %)

Az MSK jel tovabbi elemzése

Az MSK jel id6fliggvényei az 1.5. abran lathatéak, ha T = ﬁ, o = 2m- 1800, 0, = 2m-
1200, Aw = 27600 = F = 12007

A nem folytonos fézisi esetben csak x; (¢) és xp(r) 1étezik. A jelek fazisvéltozdsat az dn. fazisfdn
abrazolhatjuk (1.6. dbra, ahol a logikai ,,0”-t az x,(¢), mig a logikai ,,17-et az x (¢) jellel vissziik at). Az
abrabdl jol lathatd, hogy a logikai ,,17 atvitele utdn 7 értékd fazisugras van a jelben, ami spektralisan
elénytelen. A fazisvaltozést az

0 + 0
(1)0 e =

2m- 1500 [@]
sec

elvi vivéhoz képest dbrdzoltuk, azaz a T 1d6 alatt az ®; frekvencidjui jel

w0 —o 1 T
AQ; = (0 — )T = 12 2T:2n3myiiﬁzz?
az o, frekvencidji jel pedig
0] — W T

T=-2
2 2

AQy = (0 — )T =
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fazis—idofiiggvény
4hm 1
3hm 1
2hm 0 .
0
hm 1 1
i 0 i
T Lo a7 4T sp
i 0 0
—hm
\ 1
0
—2hTm 1
—4hmt 0

1.6. abra. A nem folytonos fazisi MSK jel fazisfija (h = %)
sin(-)

indul6 helyzet

fazisugras
™~ / az id6rés elején

cos(-)

0

™~ helyzet az id6rés végén

1.7. abra. A nem folytonos fazisi MSK jel fazor diagramja

fazistolast okoz, ami azt jelenti, hogy az dbraban i = % értékd.
A jelet a szokdsos fazor diagramon dbrdzolva az 1.7. dbrat kapjuk.

cos(@; 1) = cos(wor + (@1 — o)1) = cos (@of + 5%1)
cos(ant) = cos(@or + (@2 — o)1) = cos (wor — X5%1)

A folytonos fazisd esetben haszndljuk az x| (¢) és az x}(t) jeleket is oly médon, hogy a fazisugrdsok
elttinjenek. Ez annyit jelent, hogy

t) vagy x(t),
t) vagy xa(t),
t) vagy x(t),
1) vagy x(t)

o~~~ ~

(t)
(t)
(¢) utdn x;
(f) utdn x]
kovetkezhet, és a logikai ,,1” értéket az x;(¢) vagy x| (¢), a logikai ,,0” értéket az x,(r) vagy x5(¢)

hordozza. Ebben az esetben a fazisfa az 1.8. dbran lathato.
Az 1.9. dbran szerepld fazor diagrambdl is egyértelmiien eltlinik a 7 értékii fazisugras.
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fazis—idofiiggvény

4hm 0 Wl
\3&\\ U’*?(f) \9“\
3hm £ (W) \2 [
\}\\ 3(7) \}\\ :ch@
2hm Y W Y
S U’*?(/) S U’*/(f) S
hT A

\‘\*\ T < 2([) \’\%\ 3T }*2(1() \:ﬁ\ 5T ,*2/(1)

U t \Q 0 t \R } A
L) NEATE() ANIATRE) 6T

—h ) S
" SRS 0 y Ly
—2hm

0 ) 0 Al
;Jrg(,) \f“\\ }4"’(,) \\‘%\\

—3hn
TR T
—4hn

1.8. abra. A folytonos fazisi MSK jel fazisfija (h = 5)

sm
helyzet az id6rés végén __~
logikai ,,1” 4tvitele utdn indulé helyzet
/ az id6rés elején

COS

0
x2 (1)

\ helyzet az id6rés végén
logikai ,,0” atvitele utdn

1.9. abra. A folytonos fazisi MSK jel fazor diagramja

Természetesen mindkét esetre igaz az, hogy a jel burkolgja allandé (constant envelop, allandé
burkol6¢ji modulécid). Ennek az a f6 el6nye, hogy az ilyen jel moduldcids tartalma nem véltozik meg
egy memoriamentes nemlinedris torzitds hatdsara, azaz a jelet nemlinedris er8sit6 fokozattal is lehet
erdsiteni. Az ilyen er6sitének jobb a hatdsfoka a linedris er6sit6kénél.

A folytonos fazisu eset vektortérbeli jellemzéséhez két Gjabb elemi jelet kell abrazolni (1.10. dbra),

azaz
”1” — X) = <\/Z7O) - _Xll
”O” — Xy = <07 \@) = _XIZ

A vektortérbeli elrendezés 1ényegében azonos a QPSK esetével, de tudjuk, hogy itt a rendszer bindris.
Ez annyit jelent, hogy a forrds logikai értékeihez az elemi jeleket nem direkt médon rendeljiik hozz4,
hanem ez a hozzirendelés fiigg a moduldtor kordbbi allapotaitdl is. A rendszer tehat memoridval
rendelkezik.
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1 1

—
S
=
=
=

|
L
.

1.10. 4bra. A folytonos fazisi MSK jel vektoros dbrdzoldsa
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2. fejezet

Az optimalis koherens vevo struktiiraja és
hibaaranya fehér Gauss-zajos
csatornaban

2.1. Az optimalis demodulalasi szabaly

Definiciok:
o {m}, k=1,...,M aforrés lizeneteinek a priori valészintiségei

o pr(y | x¢) a vett jel feltételes valdszintiségi stiriségfiiggvénye, feltéve, hogy a k-adik jelet kiildték
A feladat az, hogy a {m;} a priori valdszintiségek és a py(y | x¢) feltételes valGszinliségi siirtiség-
fliggvények ismeretében egy adott r vett jelvektor esetében adjunk optimélis becslést a k indexre, azaz
becsiiljiikk meg azt optimdlisan, hogy éppen melyik iizenetet kiildték. Az optimalizdlési kritérium pedig
a hibaval6szinliség minimalizaldsa, vagyis az, hogy legyen

P,—P (E ] k) — minimalis.
Az optimadlis megoldast az Gin. Bayes-dontés adja, amely szerint
k = argmax {mpe(r | ;) ).
k

Ez a szabdly azt mondja, hogy akkor dontiink éppen a k lizenetre, ha a vett r vektor helyén pontosan
a mpr(y | Xx) szorzat lesz a maximadlis. Formalisan tehét a feladatot dgy tudjuk megoldani, hogy az
y = r helyen kiszdmitjuk az 6sszes T, pr(y | X¢), m = 1,..., M értéket, és ezek koziil kivdlasztjuk a
maximadlisat, majd annak indexével becsiiljiikk az tizenet indexét.

A megoldas szemléltetésére vezessiik be az un. dontési tartomany fogalmat. Jeloljik Y-nal az r
vett jelvektorok terét, és y-nal e tér egyik elemét. Jelolje Y azon y vektorok halmazit, melyekre igaz,
hogy r =y esetében a fenti Bayes-dontés alkalmazasaval éppen k = k dontést hozzuk, azaz a k-adik

M
jelre dontiink. Nyilvanvald, hogy Y, (Y, =0, ham #k, és |J Yy =Y. A k-adik dontési tartomanyt
k=1
tehat az
Yo = {y:mpe(y [ xe) > Tnpe(y | Xm), Vm # k} =
= {y:Inm+1Inpe(y | xx) > Inm,, + Inpe(y | Xp), Vm#k} =

= {y:lnﬂ—i—lnM >0, Vm;ék}
T pr(y | Xm)
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2

osszefiiggéssel lehet definidlni. (Folytonos feltételes valoszintiségi stirtiségfiiggvények esetén az {¥; }
dontési tartomanyok hatérfeliiletei nulla mértékd halmazok, igy nem kell foglalkozni veliik.)

A dontési tartoményokat fehér Gauss-zajos csatorna esetén a kovetkez6képpen hatdrozhatjuk meg.
A vett jelvektor feltételes valészintiségi stirtiségfiiggvényeit a

1L\ (vj—x;)?
pe(y [ %) = (\/—EN()) [Tew <—7] N ) k=LleoM
j=1

alakban adhatjuk meg, igy

o 1 L 2

Yo = Y-ln__ﬁojzl()’j_xkj) +ﬁ0j;()’j_xmj) >0,Vm#k o =
n 1Y 2 X

= {yzln——— (6, —5,) + 5 X (ot =)y = 0, Vm 7 ko

Tudjuk, hogy

igy

M Ex—E, 2
Y, = {y : lna A +ﬁ0j;(xkj —Xm;)y; =0, Vm#k .
Megjegyezziik, hogy az Y; definicidjdban szerepld egyenlGtlenségben a hatarfeliiletr6l elmondottak
szerint > vagy > jelet egyarant hasznalhatunk.

2.2. Példak a dontési tartomanyok Kiszamitasara

QPSK tipusu jelek (N = 2,M = 4) azonos energiakkal, de Kiilonb6z6 a priori valdszinii-
ségekkel

Jelvektorok: x; = (—1,0), x, = (0,1), x3 = (1,0), x4 = (0,—1).
Célunk a hatarfeliiletek meghatdrozasa. Esetiinkben a dontési tartoményokat az

T 2 N
Y, = y:ln—+—2(xkj—xmj)yj20,Vm;ék .

T NO j=1

kifejezés hatdrozza meg. A k-adik dontési tartomany kiszamitasa végrehajthaté ugy is, hogy paronként
megoldjuk az
N
T 2
In—=+— Y (xi, —xm,)y; >0, m#k

Ty No j=1
egyenlStlenségeket, és azutin megkeressiik az Y tér azon részhalmazat, amelyre az 0sszes egyenlSt-
lenség érvényes. Természetesen elegendd a hatérfeliileteket leird

N
LY
In=% 4+ = Z(xkj —Xm;)y; =0, m#k
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| Y2, (PZ(I)

2.1. dbra. QPSK tipusu jelek dontési tartomdnyai kiillonbdzd a priori valdszintiségek esetén

egyenletekkel foglalkoznunk, vagy azok normdlt valtozataival

Els6 1épésben legyen k =1 és m = 2.

No . m
) hln—z < (x11 —x21)y1 + (X12 —X22)y2 = —y1 — ¥2,

vagyis
No, @
Vit <S>0 yp<-yita >0,
2 %)
Misodik 1épésben legyen k =1 és m = 3.

Ny T
0= - lnn—; < (x11 —x31)y1 + (x12 —x32)y2 = =21,

vagyis
0<-2y;; y»<0.
Harmadik 1épésben legyen k = 1 és m = 4.

Ny T
Y In— < (x11 —x41)y1 + (¥12 — x42)y2 = —y1 +y2,
Ty
vagyis

N T
yl—)’2§—oln—1>0; w=>yr—c c¢>0.
2 Ty

Szimmetria miatt a tobbi tartomanyt nem kell kiszdmolni. Az igy megkapott dontési tartomanyok
a 2.1. dbrén lathatok.

QPSK tipusu jelek (N = 2, M = 4) azonos energiakkal és azonos a priori val6sziniiségek-
kel

A jelkészlet azonos az el6bbi példaban hasznélttal, de t) =T, =3 =74 = % ésE\=E,=E3;=EF;4.
Egyenleteink ebben az esetben még egyszertibb alakra hozhatdk, hiszen

N
Yy = {y3 Z(xkj —ij)yj >0, Vm;ék},

=1
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12, P2 (t)
h @ N * 7' Y2 =1
v O e
/ v v
v i I
//|\\\ yl’(Pl(t)
4 [ N
/// | X \\\
Ve 'I' AN
d I N Y2= )
y1=0

2.2. dbra. QPSK tipusu jelek dontési tartomdnyai azonos a priori valészinliségek esetén

vagyis paronként csak a
N

Z(Xk,-—xm,-))’jzoa m#k
j=1
egyenlGtlenségekkel kell foglalkoznunk.
Els6 1épésben legyen k =1 és m = 2.

yi+y2<0; y2 < —yr.

Masodik 1€pésben legyen k =1 és m = 3.
y1 <0.

Harmadik 1épésben legyen k = 1 és m = 4.

Vi—y»2<0; y2>y.

Szimmetria miatt a tobbi tartomanyt nem kell kiszdmolni. Az igy megkapott dontési tartomanyok
a 2.2. abrén lathatok.

2.3. Az optimalis koherens vevo felépitése

Ertelmezziik a dontési szabalyunkat mas médon:

~ E\ Ny ¥
k= arg;nax { (1n7tk— ﬁo) > —|—jztlxkjrj}.

Ez a felirds utasitdst ad az optimaélis vevd felépitésére (2.3. dbra).
Tudjuk viszont, hogy a skaldrszorzatot médsképpen is el6 lehet 4llitani, mivel

N T
x = [ x(t)r(t)de.
j:Zl k O/k( (

Eppen ezért a dontési szabalyt le lehet irni a kovetkezGképpen is:

T
~ Ex\ N
k = argmax { (Inm— =% ) =24 /xk(t)r(t)dt ,
X No/) 2
0
amibdl az optimélis vevé alternativ struktdrdja adédik (2.4. dbra). Ezt a vevst korreldcids vevdnek
nevezik. J6l lathatd, hogy nem azonos a priori valészintiségek esetén az optimalis vételhez ismerni
kell a csatorndban lévd zaj Ny paraméterét.
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.

{x}
T r \IVI/ <X1,I‘>
| (Pl(l) % <ln7r,] 7%)
= §? Jo = ?§§S<“J>§? s
: (1) " <lnnk7%>
® Oj‘dt rn <XM,I'> @
l(sz(f) 1

2.3. dbra. Az optimalis koherens vevd felépitése

Mo _En
2(1HM N(J)

=« —O
% 0 by
L o Ot
% 0ty
O~ [ [—®
Lo 1

No _En
5 (lnTEM No)

2.4. dbra. Az optimadlis koherens vevd alternativ felépitése

23

2.4. Az optimalis koherens vevo hibavaldsziniiségeinek meghatarozasa

Jeloljiik P, -val a k-adik iizenet 4tvitelekor keletkezd hibavaldszintiséget, azaz legyen

Pek:P(rEVk]xk) :1—P(r€Yk’Xk): / pr(y‘Xk)dy,

yeYy

ahol Y az Y; dontési tartomdny komplementere, Y, UY; =Y.
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O {0 20
Q {rmigito} P
O it} ———T0H-
,( :}/\ X8
/ﬁ VA

2.5. dbra. Az Y eléallitasa halmazunidval

Jelolje P, az 4tlagos hibavaldszintiséget, tehat

M
P,=Y mP.,.

Egyenletes a priori valdszintiségeloszlds esetén
| M
= k; P,
A korabbi definicidk alapjan tudjuk, hogy

Yi={y:In(pe(y| xn)) > In(pe(y | x¢)), legaldbb egy m # k esetén},

vagyis
" (Y | Xm)
U{ In 7>0}.
= (y [ %)
mk

A 2.5. dbrdn az Y eléallitdsa lathato.
P,,-ra felsd becslést ad a

Mk

P.(k — m),
m=1
m#k

v u | X;n)
;
ugyanis igaz, hogy
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)<P(A)+P(B),
és definicidszertien

P.(k — m) =P (csak a k és m iizenet koziil vdlasztva k helyett m-re dontiink | x;) .

Legyen m; = %, k=1,...,M,igy

P.(k—m) = (

xm

J

MZ
\j
. Sﬂ
|
S
£
flo
N———
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Mivel r = x; +V, ha a k-adik tizenetet kiildték, akkor az r vektor fiiggetlen, x; vérhat6 értéki és
komponensenként % szorasnégyzetd valdsziniiségi vektorvaltozo, igy

2
No

™=

n= (xkj _xmj)(xkj +vj)

Jj=1

2

is Gauss-eloszlasu valoszintiségi véltozo u vérhat6 értékkel és oy

szorasnégyzettel.

E,—E
Pe(k — m) =P(n < u) :
No
azaz a P,(k — m) val6szinliséget ugy szdmolhatjuk, hogy meghatdrozzuk, az n Gauss-eloszldsd val6-
szintiségi valtoz6 mekkora eséllyel marad az Ek;E’" kiiszob alatt.
Az m valdsziniiségi valtoz6 varhato értékét és szorasat az alabbi egyenletekbdl hatarozhatjuk meg:

N N
p=En}=E {3 Y (xt = xmy) (3, +Vj)} = Ni (Xt = Xom; )3k,

N() =1 Oj:1
oy = E{m-E{n})’}

2
= E (2 i(xkj—xmj)vj> =

(ij - xm/)(xkl - Xml)VjVI} =

. =|
[ <
i
~
[
T
I

.MZ =
1= 1=
M=

(X, — Xm; ) (X, — X ) E {Vjvl} =

2o Ze Ze Fe
~
Il
T

Ny &
- 2 Z(xk/ _xm./)2 =
j=1
N
= Z (% — Xm; )?
j=1
Ey—Em

0
B Ex—En\ _ 1 (z—p)
P.(k—m)=P <T] < No ) = / Voo exp < 202 dz

Hasznéljuk fel az aldbbi definiciét:

0(x) = /w\/%_n exp (—§> dz = ]ﬁ exp <—§) az,

—o0

vagy
erfc(x) = % /exp(—zz)dz7 erfc(x) = 20(V2x).

Behelyettesitve az x = %, dz = oy dx dj véltoz6t

[}
| ( Ex—Em
on (T H

om0 ).
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A Q fiiggvény argumentuménak elemzése utdn

1 (E,—E
- <m7k +M>

vagyis

Pk —m) =0 (%)

azaz a paronkénti hibavalészinliség csak a jelvektorok euklideszi tavolsagatol és a fehér Gauss-zaj
spektralis slirliségétdl fiigg.

2.5. Példak a hibavaldsziniiség szamitasara

BPSK jel

N=1,M=2m=1
Elemi jelek:
x1(t) = V2P cos(wot),
x2(t) = —v/2Pcos(wyt),

ahol P a teljesitmény és ¢ € [0,T).

2
o) =1/ T cos(wot), 20T =T+ nm.

T
Ixi-xlP = [ () - -
0

T
2P/(2cos((oot))2dt =
0
T

1 +cos(2
- 213/4-74r COSZ( D) 4

0
= 2P.-2T =4PT =4E,
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igy

V2N,

Bindris esetben a szdmitds pontos, mivel csak pdronkénti 6sszehasonlitdst kell végezni.

Pe:Pe(1—>2):Q<@> :Q<\/§ N%)

QPSK jel

N=2M=4 m=1
Elemi jelek:
x1(t) = V2Pcos(mgt) = —xp(t),
X3(l) =V 2PSin((l)0l) = —X4(l),

ahol P a teljesitmény és ¢ € [0,7).

@1(t) = \/ % cos(wopt), 2woT =T+nn
(pz(l‘) = % Sin((J)()l‘).

A péronkénti hibavaldszintiségek szamitdsa:

Pe(lﬂm):Q(%y m#1,

T
X — x| = /()q (1) —x2(1))2di = 4PT = 4E,
0

T

T T
xi—xslP = i —xilP = [ <x1<r>—x3<z>>2dr=zp<5+5) P 2.
0

P.=P, =P, =P, =P, §2Q(\/§0> +Q<\5\/N£O) <30 <\/Nzo)

A BPSK és QPSK jelek hibaardnyainak dsszehasonlitdsa esetén fontos megjegyezni, hogy bindris

forras esetén, ha 7}, a bindris forrds szimbdlumideje, akkor

e BPSKesetén T =T,

e QPSK esetén viszont T = 2T},.
Ennek az a kovetkezménye, hogy azonos P jelteljesitmények mellett

e BPSKesetén £ = PT = PT, = Ep,

e QPSKesetén E = PT = P(2T}) = 2E},
ezért a hibaardnyokra igaz, hogy

e BPSK esetén P, = Q <\/§ ﬁ-g) mig

e QPSK esetén P, < 30 <\/§ ﬁ-g)
azaz a két rendszer hibaardnya kozel azonos.
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MSK jel

Nem folytonos fazisi, N =2, M =2, m; = %
Elemi jelek:
x1(t) = V2P cos(m;1),
x(t) = \/ﬁcos(mzt),
ahol P a teljesitmény és ¢ € [0,T).
AD=0;—mp >0, AT =T

91(1) = /2 cos(onr), 200T =m+1m,

(01 + )T =+ nm.
92(1) = /2 cos(onr), 20,7 =m+hm,

Ixi=xl? = [ () =) dr =
0

22
reo() o8-

2.6. A hibaarany kozelito szamitasa

T T
= 2P(—+—) = 2PT =2E,

Korabban lattuk, hogy

& u ||Xk—xm|| ka_XmHmin
P, < lee(k_)m):ZIQ< N >§(M_1)Q<7 m)-
mk

m=
m#k

A Q(x) fuggvény viselkedését barmely x esetében az aldbbi egyenlGtlenséggel lehet leirni:

() g, o)

, x>0,
x2 V21X V21X
amelybdl nagy x-ek esetére a
exp (— %)
X))~ ——
Q(x) T
kozelités adddik, mivel az alsé és fels6 korlét is aszimptotikusan ehhez az értékhez tart. Ez azt jelenti,

(15— |

hogy nagy e esetén a

Q(ka_XmH> ~ 1 exp (_l ”Xk_me2>
V2Ny V2n H%H 2 2Ny
kozelités érvényes, vagyis az ka%\/%g’” novekedésével a fiiggvény értéke igen nagy sebességgel csokken.
A Q(x) fiiggvény tovabbi tulajdonségait a fejezet végén foglaljuk ossze.
Tekintsiik példaképpen a BPSK hibaardnyét! Ekkor

r=o(v2 Nﬂo)ﬁmexp(‘@
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Ha most E értékét E’'-re valtoztatjuk, akkor
E’
P.=0Q (\/5 —) ,

€s a két hibaarany hanyadosa

No

P, 1 1
VRN —10) ~ +/ = 10™44.
Ie \/;exp( O) \/g O

Eppen emiatt azt lehet mondani, hogy kis hibaardnyd (nagy jel-zaj viszonyi) rendszerekben a
hibaardnyt a jelek (jelvektorok) kozotti minimalis euklideszi tadvolsag hatdrozza meg, ugyanis a tobbi
additiv tag elhanyagolhat6.

A korédbbi felsd becslést alkalmazva, az dtlagos hibaardnyt a

értékd lesz. Ha példaul N% =10 és £ =20, akkor

M
P, = TckPekS
k=1
M M
< anZPe(k_’m):
k=1 m=1
m#k
o (%=X
- yayo(Mal) <
k;l mgl 2Ny
m#k
d 1%k — Xon|[min
 fin- oDl
k; (M—1) NG
ka_XmHmin
= M-1 —_—
wr-vo(Beom

kifejezéssel lehet szamolni.
A Q(x) fuggvény eldbb emlitett tulajdonsdgait figyelembe véve gyakran alkalmazzdk az aldbbi
kozelitést:

P, = anpekg
k=1
M M
< anZPe(ka):
k=1 m=1
m#£k
M M
[ Xm||>
= T Q(
R
m

Q

M ka_memin
ot (15l _
kg’] min 2NO
ka _Xm||min>
)

= KminQ ( /—2N0
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ahol aymin adott k esetén az ||X; — X ||min e€l6forduldsdnak a szdmossdga m = 1,...,M, m # k esetén,
M

€s Knin = E{akmin} = Z Tk Ak min -
k=1

Visszatérve a QPSKikorébbi példdjara, k = 1 esetén

2\/E, m
X1 =Xull = § V2E, m
V2E, m

I
AW N

@ min = 2, szimmetria okok miatt természetesen apin = 2, 6s ||X; — X ||min = V2E. Eppen ezért a
kozelit hibaarany kifejezése most
E
P, =2 —
~20(y/5)

a pontos fels6 korldt helyett, amelyet a

P, <20 <\/Nzo) +Q<ﬁ N£0>

kifejezéssel szamitottunk. Ez azért volt megtehetd, mert nagy jel-zaj viszony esetén a masodik tag az
els6hoz képest elhanyagolhatd (14sd a kordbbi példat).

A Q(x) fiiggvény tovabbi tulajdonsagai

A Gauss hibaval6szintiség fiiggvény (Q(x) fiiggvény) definici6 szerint a

0x) = Z% exp <—§) dz

kifejezéssel adhaté meg.
A fiiggvény f6 tulajdonsdga, hogy nagy argumentumok esetén az értéke a

2

0(x) ~ exp(~ )

kifejezéssel kozelithetd.
A kovetkez6kben bemutatjuk a fliggvény specidlis kozelitéseit:

o 1. Kozelités
2

Q(x) <

! exp( )
V21X P 27

o 2. Kozelités

o 3. Kozelités

ha x elegendGen nagy.
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s1(t), s2(t)
ko k_y ko ki ko k3 ky ks ke
K, K, | K K K K K KK

/\/5@ o\ 6T/
I : } W : ; :
o1 -7 T T 3T 4T \_)QJT !

Eddig Ebben a tartomdnyban k; # k!
ki =k legaldbb egy helyen, de ko # k|,

2.6. dbra. A minimalis euklideszi tdvolsag szamitisa

2.7. A Kkoherens modulacios rendszerek altalanos jellemzése

A rendszerek eddigi leirdsdndl nem kotottiik ki azt, hogy a forrds &ki szimbdlumai milyen komplexita-
stak, és arra sem adtunk el6irast, hogy a T szimbdlumidd milyen hosszisdgd. Barmikor megtehetjiik
azt, hogy tobb, példdul z darab szimbdlumot 6sszefogunk, és ezekhez a zT" idSrésben elemi jeleket ren-
deliink. Nyilvanvald, hogy ebben az esetben sszesen M* szamu kiilonboz6 tizenetet kell atvinniink a
csatorndn, azaz ennyi elemi jelet kell generdlnunk. Természetesen z minden hatdron tdl ndvelhetd, igy
a teljes moduldlt jel kiilonbozG realizacidit is elemi jelnek tekinthetjiik, amelyeket a {§, } sorozatok
egy-egy realizaciojahoz rendeltiink. A jelek vektortérbeli leirdsa most is alkalmazhatd, és értelmezni
lehet dltaldnos esetben is az ||Xx — Xy ||min Gn. minimadlis euklideszi tdvolsdgot, amely a rendszer hibaa-
rdnyéra ad irdnymutatast.

Ezzel a megkozelitéssel a rendszer globédlis mindségi jellemzését azokra az esetekre is dltaldno-
sithatjuk, amikor a modulacids eljaras bonyolultabb (pl. meméria van a modulatorban, 1asd folytonos
fazisi MSK). Célunk ilyen esetekben a minimalis euklideszi tdvolsdg meghatdrozasa, és segitségével
a hibaarany becslése.

Jeloljik s(z,{§;.}) és s(z, {&k;})—vel a moduldlt jel két realizdcidjat, melyeket rendre az egymastol
legaldbb egy szimbélumban kiilonbozé {€; } és {§;/} szimbélumsorozatokhoz rendeltiink, és jeldlje
dmin @ minimélis euklideszi tavolsagot. '

A dpin szdmitdsa elvégezhetd, mindossze végre kell hajtani az aldbbi minimaliz4l4st:

oo

2

d®. = mi /(z‘, ) —s(t, />dt,

min = kfr}l,l{lllcf}_m s(t,{8x, ) —s(1,{&x})

ahol {k;} és {k!} nem azonos, i = —eo,...,—1,0,1,... 00, k;, ki € {1,...,M}.
A feladat praktikus megolddsét a 2.6. dbran szemléltetjiik az

jelolések bevezetése utan.
A feladat tehdt tgy is megfogalmazhatd, hogy vélasszuk meg a {k;} és {k!} sorozatokat oly médon,

hogy

ki = k:, i<0

ki # k!, i=0

k; :k: vagy k; # k:, i>0.
Rendeljiik ezekhez a sorozatokhoz a modulélt jelet, és keressiik meg a lehetséges modulalt jelek k6zotti
minimdlis euklideszi tdvolsdgot.
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Egyszertien beldthat6, hogy abban az esetben, ha becsiilni akarjuk a rendszerre jellemz6 hibaa-
ranyt, akkor a kordbbiak szerint ez a
d .
P, ~ KminQ <ﬂ>

v 2Ny

kifejezés segitségével megtehetd.

2.8. Példak a koherens modulacios rendszerek altalanos jellemzésére

Modulacioés rendszerek altalanos elemi jelekkel

Paraméterek:

o & -hez az x, (r —iT) elemi jelet rendeljiik, ahol i = —oo,..., —1,0,1,... 00, k; € {1,...,M}.
e Az itviend§ lizenetek lehetséges értékkészlete M méretd.

e A szimb6lumidé 7.

e A moduldtor memdriamentes.

A modulilt jel altalanos alakja:

s (&) = Y e —iT),

|——o0
xi (1) tartja [0, 7).
A minimadlis euklideszi tdvolsdg meghatdrozdsdhoz sziikséges jelek az aldbbiak:

si()= L x,(t—iT)

[=—o0

$()= ¥ xlt—il),

|=—o0

és teljesiil, hogy

k=K, i<0
ki#k, i=0
ki=k, i>0,

mivel nyilvdnval6, hogy a

oo

d>.. = min /s 1) —s2(t))*dr
(i, (s1(2) = s2(7))

kifejezést a {k;} és {k/} sorozat éppen ilyen vilasztds mellett minimalizalja, azaz

oo

2
i = min [ (50— (1) dr=
oK)
ko%k{)_m
= min / (e () — (1))t =
kAl oo

: 2
= min|x; —x[|°.
k.l
k#l
Mindez azt jelenti, hogy a minimdlis euklideszi tdvolsdgot az id6résenkénti elemi jelek kozott euklide-

szi tavolsaguk koziil a minimadlis kivalasztdsaval lehet meghatarozni. Hasonl6 médon kaphatjuk meg
az amin értékét is (lasd a kordbbi példat).
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(1), 2
i VE

X2

2.7. dbra. Folytonos fazisi MSK jelek vektortérbeli dbrdzoldsa

Folytonos fazisi MSK modulaci6

M = 4, binaris atviteli rendszer

Paraméterek: € [0,1], AoT =T, Ao = ©; — 0, > 0.
Elemi jelek:
x1(t) = V2P cos(w1),
¥ (1) = —v/2Peos(on),
x2(t) = /2P cos(myt),
(1) = —v/2Pcos(a1),

33

ahol P a teljesitmény és ¢ € [0,T).
Az elemi jelvektorok rendszere (E = PT):

VE,0)
—VE,0)

= (0,VE)

= (0,-VE)

._.\._.
Il
/-\/-\/—\/—\

(<
o~

A jelek vektortérbeli dbrdzoldsa a 2.7. dbrdn l4thatd.

A jelek hozzarendelése a forrasszimbdolumokhoz attél fiigg, hogy az el6z6 idérésben melyik jelet
adtuk le. A logikai ,,1” értéket az x; vagy x|, a logikai ,,0” értéket az x, vagy x, hordozza. Hozzdren-
delési szabélyok:

x1(¢) utdn csak x| (1) vagy x(t

) (1) (
) utdn csak x;(7) vagy x(t
t) utdn csak xi(z) vagy x»(t
5(t) utdn csak x| (r) vagy x(¢

)
)

)

kovetkezhet.

— — — —

A modulator allapottérbeli leirasa. A rendszerben a kiilonb6z6 elemi jelek csak bizonyos sor-
rendben kovethetik egymast, igy lehet&ség van arra, hogy a minimaélis euklideszi tdvolsdg a korabban
elemzett nem folytonos fazisd, két elemi jelet (x| (¢) és x,(¢)) haszndlé MSK rendszeréhez képest nove-

kedjen. Mint kordbban lattuk, dmm = 2F volt ez az érték, ami nem mds, mint az X; és az X, tdvolsiga.

A rendszerben a moduldtor dllapotét a kordbbi id6résben kiildott jel hatdrozza meg. Ennek alapjan
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@ |:| allapot
O logikai jel
E, értéke
A =V2E
A =2VE

o( W O |© & )H®

2.8. dbra. Az MSK modulator dllapotatmeneti diagramja

Jidé kiildott szimbSlumok:
) -
(_1). idérés 09’ 19’
X2 X1 .
0. id6rés @)z =A2
X, X X, x| -
1. id6rés (dyin)? = A} + A

X2

 in s 2
2. 1dorés min) = Ain

2.9. dbra. Tavolsagszamitdis MSK modulacié esetén

felrajzolhat6 a rendszer allapotatmeneti diagramja (2.8. dbra). Az allapotok definicidja:

allapot: x; volt az el6z6 jel

allapot: x; volt az el6z0 jel

allapot: x/ volt az el6z3 jel

allapot: x volt az el6z3 jel
Az dbra alapjén vildgosan ldtszik, hogy ha példaul az 6sszehasonlitdshoz kivélasztott s;(z) és s, (¢)
jelek eldgazdsa a nulladik idérésben a | 2 | llapotbdl indul, akkor annak a két jelnek a tdvolsdgat kell

elemezni, amely a nulladik idérésben x; illetve x; elemi jelekkel kezdédik.
A vizsgélatot a 2.9. dbra diagramja segiti. Az els6 idorésben el kell allitani az

%2 =5 || = [|x1 = x}[| = Ag
/ /
%1 =5[] = [Ix) —xaf| = Ay

tdvolsdgokat. Egyszer(ien beldthatd, hogy az eldgazds utdn a

000 010
X2 X7 Xo X X| X,
vagy
110 100

X] X| X2 X] X, X,
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m-bites (m+1)-bites elemi jel
szimbdlum . szimbdlum kijelolése
»| konvolicids

K6dolé leképzés ——o
T T T

2.10. dbra. Az Ungerboeck-kéd eldéllitdsa (m = 2)

Y2
¢2(t)
X3 T1 X>
X4 X]
- 1 n
X x, ©10)
X6 11 X7

2.11. dbra. Az Ungerboeck-kdd jelkészlete

sorozatokhoz tartozik a minimélis euklideszi tdvolsag, amely dﬁlin =A4E.

Hasonl6 eredményre jutunk akkor is, ha a (—1)-edik id6résben az x; jel kiildését feltételezziik.
Fontos megjegyezni, hogy az eljardssal, azaz a memoria elhelyezésével a moduldtorban, az eredeti
nem folytonos fazisi MSK jelhez képest a minimalis euklideszi tivolsigot \/2-szeresre, a jel effek-
tiv energidjat kétszeresre noveltiik. Ez azt eredményezi, hogy kisebb jelteljesitménnyel lehet azonos
hibaardnnyal kommunikalni.

A rendszerhez a kovetkez6k kellenek:
e memoria és szekvencidlis logika a moduldtorban (véges allapotgép a jelek sorrendjének meghata-
rozasara);,

e az itvinni kivint szimbdlumok szdmossdgandl bSvebb jeltér.

Az Ungerboeck-kéd 4PSK esetben

M = 8, az atvitt szimbolumok szdmossdga 4
Cél az adatsebesség megtartdsa mellett a minimadlis euklideszi tdvolsdg novelése az eredeti QPSK
rendszerhez képest.

A modulator altaldnos felépitése a 2.10. 4dbréan lathat6. 8PSK-nak megfelel a jelkészlet és kétdi-
menzios a jeltér (2.11. dbra).

(o)W |\ P o [an]
A | |O

allapot

i-edik id6rés (i+1)-edik id6rés

2.12. dbra. Az egy belsd éllapotid rendszer tdvolsdgszdmitasa
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2.13. dbra. A két belsé allapoti rendszer tdvolsdgszamitisa

Az elemi jelek tavolsag alapt csoportositdsa:

Ao = |[xo — X1 || = 2sin § = 0.765,
A1 =[x —Xa|| = V2 = 1.414,
A2 = HX() —X4H =2.

A jelcsoportokat gy alakitjuk ki, hogy a tagok kozott a tdvolsdg homogén legyen.

By B A]
X0,X4,X2, X6 X1,X5,X3,X7
S~ Y~ e

Co G Cy G A2

A jelek sorrendjének meghatdrozasat befolyasold irdnyelvek:

e Azonos a priori valészintiségek, szimmetrikus és reguldris jeltér (ez teljesiil a 8PSK jeltér esetén).
e FEgy belsd allapotbdl induld dtmenetek vagy csak a By-bdl, vagy csak a B1-bdl valaszthatok.

e FEgy belsd 4dllapotba befutd dtmenetek vagy csak a By-bol, vagy csak a B-bdl vélaszthatok.

e Ha két allapot kozott vannak parhuzamos dtmenetek, azokat vagy csak a Cp-bol, vagy csak a

C1-bdl, vagy csak a C»-bdl, vagy csak a C3-bdl lehet vélasztani.
Ezek az elvek biztositjdk azt, hogy az egyes jelek kozott az euklideszi tdvolsdg minél nagyobb legyen.

Néhany eset vizsgalata. A hagyomadnyos 4PSK, vagy egy éllapoti rendszer a 2.12. abran lathatd. Itt
dmin = A1 = 1.414.

A két belsé allapoti rendszert a 2.13. dbrén tiintettiik fel.

dinin = \/ A2 + A = 1.608,

amely 1.1 dB-es nyereséget jelent a 4PSK-hoz képest. Ez a tdvolsag példdul az (xo,Xo) és az (Xz,X1)
jelparok tdvolsdgabdl adodik.
A négy belsd dllapotd rendszer a 2.14. dbran lathato.

amely 3 dB-es javuldst jelent a 4PSK-hoz képest. Ez a tavolsdg példaul az (x,,X;,X;) és az (X¢,X1,X2),

vagy az (Xo,Xo,Xo) és az (X4,Xo, X ) sorozatok kozott. A feladatot a 2.15. dbra konvoldciés kédoldjaval
©0) 51 0) (1) (2)>

oldhatjuk meg. A konvolicids kédold a (bi ; ) bindris szimb6lum pédroshoz a (ci NoRNe
bindris szimb6lum harmast rendeli, amely kijeloli a 8PSK jelkészlet megfelelé elemét. A rendszer

allapotatmeneti diagramjat a 2.16. dbrdn adtuk meg. Az 4bra jeldlései:
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(2)
% ci
elemi
0 jelek
b T T kijelolése
1 (1) 8PSK |——o0
D)
O/
0

2.15. dbra. Négy belsé allapoti konvoliciés kédold

p 0) ,(0
e dllapot: lel ; bl@z

e itmenet: b(1>b§°>/c§2)c§”c§0> (Xx)

i
e dllapotok sorszdma: @

Az abrabdl vilagosan latszik, hogy a konvoliciés kédol6 éppen az dllapotdtmeneti diagramot valdsitja
meg.

A nyolc bels6 allapoti rendszer a 2.17. dbran lathat6. A moduldtor memoridjanak novelése a
minimdlis euklideszi tdvolsdg tovabbi ndvelését teszi lehetdvé, ugyanis

dimin = /AT + A} + A3 =2.141,

amely 3.6 dB-es javulast jelent a 4PSK-hoz képest (amin = 2). Ez a tdvolsdg példdul az (xo,Xo,Xo) és
az (X¢,X7,Xg) sorozatok kozott.
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01/001 (x;)
11/101 (xs)

®

00/011 (x3) 01/011 (x3)
10/111 (x7) / 00/001 (x;)\_ 11/111 (x7)
107101 (xs)

@ [o] 0] (U

01/000 (xq)
00/010 (x2) \_11/100 (x4) / 01/010 (x3)
10/110 (xg) 11/110 (xg)

00/000 (xo)
10/100 (x4)

2.16. dbra. A négy belsé allapotii konvoliciés kédolo allapotatmeneti diagramja

Sorrend
0426 ° - [] ° ]
1537 []

4062 [] []
5173 []1¢/ []
2604 [] []
3715 []
6240 []
7351 [ ] [] []

2.17. ébra. A nyolc belsé allapoti rendszer tdvolsdgszamitdsa



3. fejezet

Az optimalis nem koherens vevo
struktaraja és hibaaranya

3.1. A nem koherens jelek jeltérbeli abrazolasa

Legyen a forrds éltal el6allitott szimbdolumok sorozat {&k‘,}, melynek minden eleme egy M értékkész-
letli abécébdl veszi fel az értékeit. Rendeljiik a ék,- szimb6lumhoz az xi, (t —iT') elemi jelet dgy, hogy
Xy (1) tart6ja most is a [0, T') tartomény. Ekkor elegend példaul az i = 0 esetet, azaz a nulladik id6rést
vizsgélni.

Vilasszuk az elemi jeleket

xi(t) = V22 (1) cos(wot), k=1,....M

alakdra. Allitsuk el Gram-Schmidt-ortogonalizaldssal a {¢;(¢)}-t, a {zx(¢)} fiiggvények dltal generalt
ortonormalt teljes bazist, j=1,...,N, N <M, azaz

(1) = iZk,-(Pj(f), ;= /Zk(t)(Pj(f)dl,
= /

oo ={ g 1]

Nem koherens rendszerben a vevébe érkezd jel viv6jének fazisardl nincs informéciénk. Ezért az
r(t) = V2z(t) cos(wot — ©) + V(1)

vevibe érkezd jelrdl feltételezziik, hogy az ® véletlen fazissal érkezik, és ® a [0,2m) tartomédnyban
egyenletes eloszldsu valészinliségi valtozd, amely fiiggetlen a forrds szimbdélumaitol.
A vevdbe érkez6 moduldlt jelek leirdsdhoz vezessiink be egy 1j 2N dimenzids ortonormalt bazis-
rendszert:
W, (1) = \/E(pj(t) cos(mopt), j=1,...,N,
W, (1) = V2@;(t) sin(wgt), j=1,...,N,
amelyrdl beldthatd, hogy

(ch_;(t)v‘Pcz(t» :{ (1): j;i

<lpsl.(l),‘lls1(t)>:{ (1) j;ﬁ

és (W, (t),¥s,(t)) = 0 minden j,/ pdrra, ha @;(¢) wo-hoz képest erSsen sdvhatdrolt.
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Ily médon az ad6 altal kiildott {x;(¢)} elemi jelek a {¥.,(¢)} ortonormdlt bdzis segitségével egy-
szerdien leirhatdk, mivel

() = V2z(t)cos(wot) =
= i ij\/E(Pj(t)COS((DOt) =
=1

N
= Z 2 We, (1) =
j=1

N
= Zxk/"{lc‘j (t)
j=1

amibdl jol lithatd, hogy a {¢;(r)} ortonormdlt bézis segitségével eldallitott z; vektor és a {¥.,(¢)}
ortonormalt bazis segitségével eldallitott x; vektor minden komponense azonos. Igaz, hogy az el6bbit
az alapsdvi ortonormalt bazisfiiggvényekkel ({@;(¢)}), az utébbit pedig az tn. koszinuszos irdnyd
viv6savi ortonormalt bazisfiiggvényekkel ({¥,;(r)}) generdltuk. Mindebbdl lthatd, hogy

Tkj = Xk;

minden j € {1,...,N} értékre.

A koherens vételhez hasonléan a tovabbi vizsgalatokhoz el kell allitani a vev6 bemenetére érkezd
r(r) fuggvényt elégséges statisztikdval leir6 r vektort, ami azt jelenti, hogy olyan ortonormadlt bazis-
fiiggvényrendszert kell haszndlni, amellyel az r(¢)-ben 1év3 hasznos jelet pontosan le lehet {rni. A
k-adik iizenet kiildése esetén az r(r)-ben 1évS hasznos jel a

V224 (t) cos (ot — O) = V22, (1) cos(®) cos (o) + v/2 2 () sin(O) sin (ot )

alakban adhaté meg, és mivel
N
1) = ZZ’?/‘(PJ'([)
j=1

a fenti Osszefiiggés a
V22z(1) cos(mot -0)=
=cos(O® sz,\/_(p]( t) cos(mpt) + sin(® sz/fmj (¢)sin(@pt) =

Jj=

= cos(® Z t)+sin(®) Z ;s (2)
=1

alakban frhato fel.
A kifejezésekbc’Sl nyilvanval6, hogy a VeV(’Sbe érkezc’i hasznos jelet csak egy 2N- dimenziés orto-

//////

7z

nélkiil a bejovd jel mindkét kvadratira Osszetevdjét meg kell ﬁgyelm ahhoz, hogy a hasznos jelr6l
minden lehetséges informaciéhoz hozzdjussunk a vevében. A fizis ismeretének hidnya azt eredmé-
nyezi, hogy a fehér Gauss-zajbol kétszer annyi teljesitmény jut a vevdbe, mint koherens esetben. Az
r vektor egy 2N-dimenziés, minden irdnyban fiiggetlen, nem nulla varhaté érték, 20 o szlrdsnégyzeti
Gauss-eloszlasu valészintiségi vektorvaltozd, azaz, ha a k-adik iizenetet kiildték, akkor

r = (rery)=
(FeyseeosFensTsyseeslsy) =

= (cos(®)xg, + Ve, ,---,c08(®)xg, + Vey,sin(®)xg, + Vs, ..., sin(O)xg, + Vs, ),
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ahol V. = (V¢,,...,Vey) €8 Vg = (Vg,,...,Vsy) N-dimenzids fiiggetlen, nulla varhaté értékd és % sz6-
rasnégyzetd Gauss-eloszlasu vektorvaltozok.

Ennek alapjdn, ha ® egy rogzitett értéket vesz fel, az r vektor feltételes valdszinliségi stirtiségfiigg-
vénye a

pr(Y’X/ﬁ@) - pr(YcaYs‘ka )_
N N (Ve; —08(®)xz, )% + (ys, — sin(@®)xz,)?
- () Hexp( (v, —cos(@)x P+ <>k,>>

Ny

alakban irhat6 fel, amit a tovabbiak el6készitése érdekében a kdvetkezSképpen alakithatunk 4t:

2 :
Ve, +;, Xk, cos(®)y,. + sin(®)ys;.
(Y| X6, @) = <TEN()> jIJexp < LT Jexp —FO exp (2 JNO “xy | =
1 N _gl (yf/. +yfj> glxﬁj cos(0) Zl Ye Xk ;+$in(©) gl Ysj¥k;
= (n—NO> exp | ———F—— |exp | —F— |exp |2 L N L =

_ (%M))Nexp( nyn2>exp( )exp< cos<®><ymxk>N+0sm<®><y5,xo)_

A kordbbi vizsgdlatokbdl tudjuk, hogy az optimdlis vételhez, azaz a Bayes-dontéshez a pp(y |
X¢, ®) helyett a py(y | X¢) valdszintiségi stirdiségfiiggvényre van sziikségiink, amelyet a py(y | X, ®)-
bdl egyszertien szdrmaztathatunk, mivel altalaban

= [ px(xla)pafa)da

ahol A a feltételben szerepld valdszinliségi véltozd, pa(a) ennek a stirdségfiiggvénye, 4 pedig az
értékkészlete. Ez alapjan

2n 2n
1
¥ 1%) = [ pr(y 1%, 9)p0(8) 40 = — [ pi(y | 5,0 00.
0 0

Az integrilds végrehajtdsdhoz haszndljuk fel azt az 6sszefliggést, hogy

2n 2n

1 1

—n/exp(ccos(ﬂ))dﬁ: %/exp(ccos(ﬂ—G)O))dﬂ:Io(c),
0 0

ahol Iy(c) a mdsodfajd, nulladrendd Bessel-fiiggvény a c helyen. Az Iy(c) fiiggvény tulajdonsdgait az
alabbiakkal lehet jellemezni:

] 10(0) = 1;

o (M) =1+5+ 5 42 1 <1

e Ip(x) x> 0 esetén monoton nova és

o I(x)~(1+3) %(—mﬂ, x| > 1.

Ezek alapjan a kijelolt

2n

I,

21 Ny
0
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integrdl konnyen kiszdmithatd. Vezessiik be az

<yC’Xk>
Ny Ny

a=72

jeloléseket, és haszndljuk fel az

acos(®) + bsin(V) = v/ a2+ b? cos(® — Q)

b
®y = arctg (Z) .

Osszefiiggést, ahol

Ebben az esetben

2n
1
ﬁ/exp (acos(®) + bsin(¥)) dd = I (\/ a2+b2> ,
0
tehat N )
1 [yl Ey Pk
= (— LA e (2B
pety 1) = () exe (=05 Jexp (<55 )0 (222,
ahol

pi= /e )2+ (35,302,
és tudjuk a korabbi vizsgélatokbdl, hogy

N
<YC7Xk> = <YCvzk> = 'Zl YeiXk;
]:
(Y5 Xk) = (Y5, k) = ZI)’ijkja
N
Ek = Z X]%_.
=

Az optimadlis vevében a hibaardnyt minimalizdlé Bayes-dontés szerint
k = argmax{m; p(r | X¢) },
k

ami azt jelenti, hogy akkor dontiink éppen a k lizenetre, ha
Ex Pk Ep Pm
T —— |h|2—=|>xn —— | lh|2— \ k,
keXp( No) 0( N0> meXp( No) 0( No> "t

pr= /(e x)? + (1 x0)2.

A vevéstruktirdk elemzése el6tt célszert értelmezni az aktudlis skalarszorzatokat. Tudjuk, hogy az
r vektor két részbdl dll (ezek 1ényegében a vevdbe érkezd jelvektor kvadratiira dsszetevoi). r= (re,ry),
ahol

ahol

Ye=(eps-ooyley),
Ty = (FypyeeeyTsy)-

Maga az r(t) jel (a fehér Gauss-zaj téren kiviili, elhanyagolhaté komponenseit nem tekintve) az

N N
r(t) = re(t) +r4(t) = ; re,¥e, (t) + Z} re, ¥, (1)
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formdban adhat6 meg. Tudjuk, hogy
N
x(t) =) 0, ¥, (1),
j=1
ezért

<rC’Xk> =

és hasonldan

<rSvXk> =

N N
<Z rsijSj(t)> <Zxk,‘l’sl (t)) dr =
J=1 =1

N N
Z re; e, (1) + 1y, ¥y, (t)) (Zxkl‘l’s, (t)) dr =
=1

mivel

N N
YW, (1) = Y 2 V29(1) sin(ot) = V22 (¢) sin(wot).
=1 =1

3.2. Optimalis nem koherens vevostruktiarak

A fenti kifejezések alapjan az optimdlis vevSstruktira konnyen meghatdrozhat6, hiszen a legfontosabb
feladat a py paraméterek el6allitdsa. A 3.1. 4brdn az un. alapsdvi kvadratira korreldtoros vevd felépité-
sét adtuk meg. Az optimélis vételhez egy-egy ilyen kvadratdra korrelator eldéllitja a p; paramétereket,
amelyeket az optimdlis vételhez sziikséges egyenldtlenségekbe kell helyettesiteni, és az igy eldéllitott

Ey Pk
—— Iy 2— k=1,.... M
nkexp< N()> 0( N0>7 ) )
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kisiités

I

T T
[d ()2
0

Pk
Kisiités Y VAN

L,

det - ()2
0

3.1. dbra. Az alapsévi kvadratidra korreldtoros vevd felépitése

szdm M-es alapjdn a maximalis értékd indexére kell donteniink, azaz

k= argmax {nkexp <—/€—(‘)> Iy <2 1%) } .
k

Jol lathat6, hogy m, = % esetén csak akkor tudunk optimélisan donteni, ha ismerjiikk Ny érté-
két (azonos a priori valészintiségek, de kiilonboz6 jelenergidk). E; = E esetén is csak akkor tudunk
donteni, ha ismerjiik Ny értékét (azonos jelenergidk, de kiillonb6zd a priori valészinliségek). Viszont

Er=Eésm= ﬁ esetén (azonos jelenergidk és azonos a priori valdszintségek) elegendd a

o~

k = argmax {Io (2 /‘\),—g) } = argmax{px}
k k

értékét kiszamitani, mivel az Ip(x) fiiggvény az x > 0 tartomdnyban monoton nova.

Megjegyzendd, hogy a nem koherens atviteli rendszerek tobbségére ezek a feltételek teljesiilnek
(pl. OFSK, Orthogonal Frequency Shift Keying).

A kvadratdra korreldtoros vevdnek el6 lehet allitani a kiilonbozé ekvivalens véltozatait, mivel a
korreldtor egy un. illesztett szlir6vel ekvivalens médon helyettesithet6. Ennek az az alapja, hogy a py
értéket csak egy adott pillanatban, a [0,7') idGtartomany végén lehet értelmezni, hiszen az integralds
ebben a pillanatban fejezddik be.

Hasonlitsuk 6ssze egy alapsdvi integrator és egy alapsavi sziird mikodését, ha a bejovo jel v.(r).
Ekkor

/ ve(T)ze(tT)dT
0

a korrelator kimenete a T idGpontban,

t

/ ve(t)ha(t — ) dv

—oo

pedig a hy(r — ) sulyfiiggvényi szird kimend jele a 7 idGpontban. A két jel a t = T idGpontban akkor

azonos, ha
t), te€l0,T
w(r =g X e
0 egyébként

2 2

Ezt illusztrdltuk a 3.2. dbrdn. Az ilyen sziir6t illesztett szlirbnek nevezziik. Megéllapithatd, hogy a

2 2

vizsgéllt korreldtor és az illesztett sz{ird ekvivalensek egymdssal.
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2 (1) hy (1)
h(T —7)
2k(7)
T T ! T—-t T !
3.2. dbra. Az alapsavi integrator és sz{ir6 kimenetei
() s |y
111. SZuro — 2
r(t 2 Pr
() | v2cos(amor) y Ve
\/isin(mot)
J—
111. SZuro
& alim RS

(T —1)

2 2

3.3. dbra. Alapsdvi nem koherens illesztett szlirs vevo

Megjegyezziik, hogy a korreldtoros és illesztett sz(ir6s vevk olyan esetben is hasonldan értelmez-
hetSk, ha az elemi jelek tartéja nagyobb, mint a [0,7") intervallum.

2

A 3.3. dbran az un. alapsavi nem koherens illesztett sziir6s detektor 14thatd.

o

Teljesen hasonlé logikaval felépithetd az tin. vivésavi nem koherens illesztett sziir8s detektor is,
hiszen nyilvédnvald, hogy az

T
/r T)V224(T) cos(mgt) dt
0

/ r(T) V2 2(7) sin(wot) dt
0

korrelacids miiveleteket is helyettesiteni lehet illesztett sziiréssel, ha bevezetjiik a

W V227(T —1)cos(oo(T —1)), t€[0,T)
“T1o0 egyébként

| Vaa(r—nsin(en(T 1), 1€[0.T)
*1o0 egyébként

stlyfiiggvényl sziirbket, és felépitjiik veliik a 3.4. dbran lathat6 vevot.
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T
ill. sz{ird /_) ( )2
h, (1)
r(t) Pk
, ” T
ill. sz{iré / _l ( )2

he, (1)

3.4. abra. VivOsavi nem koherens illesztett szlirés vevd

2(t) z1(t) 2(t)
1

097 197 O”
13 13 ER]

3.5. dbra. A kiildott jel binaris elemi jelek esetén

3.3. A nem Kkoherens optimalis vevok miikodésének illusztrativ 6sszeha-
sonlitasa

Zajmentes vizsgalatot és bindris rendszert tételeziink fel az aldbbi alapsdvi elemi jelekkel:

1, tef0,L
WY 0 egyébként VT TR
0 egyébként

Ekkor a kiildott jel a 3.5. dbran lathatd.

A kvadratira Kkorrelaciés detektor jelei
A z)(1)-hez tartozé korreldtor kimend jeleit a 3.6. dbrén tiintettiik fel @ = 45° esetén.

4

A kvadratira korrelacios detektor és az alapsavi nem koherens illesztett sziiros detektor
kimeno jeleinek osszehasonlitasa

A z)(t)-hez tartozé detektorok mintavevs elGtti kimend jelei lathatéak a 3.7. dbran ® = 0° esetén.
A ® = 0° miatt a szinuszos oldal kimend jele azonosan nulla, igy elegendd a koszinuszos oldalt vizs-
galni. Megjegyzendd, hogy ekkor a rendszer a koherens optimadlis detektorhoz hasonléan viselkedik a
(-)? és /- miiveletek nélkiil. A mintavételi idSpontokban a jelek azonos értékiiek.

sr__ 22

A vivosavi nem koherens illesztett sziiros detektor kimeno jeleinek illusztralasa

A z)(t)-hez tartoz6 detektorok mintavevd elStti kimend jeleit a 3.8. dbran tiintettiik fel ® = 45°
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cos(-)
”077 ”17’ ”07’
cos(@) = %
-T T 2T t
sin(-)
”077 ”17’ ”07’
sin(@®) = %
-T T 2T t

p1:0 p1:1 p1:O

3.6. dbra. A kvadratdra korrelaciés detektor jelei

korrelétor cos(-)
,’09’ 1 ’,1” ’,O”

T T 2T t
p1:0 p1:1 p1:O
(Pp2=1)  (p2=0) (p2=1)

2

illesztett szilrd
”O /”1‘ 1 ”1 ”O

N N
/ /

T T 2T t
p1=0 p1=1 pr=0
(p2=1) (p2=0) (p2=1)

o

3.7. abra. A kvadratuira korrelacids és az illesztett sziirGs detektor Gsszehasonlitiasa

esetén. Ha a sz{ir6 sulyfiiggvénye

he, = V22(T — 1) cos(wo(T — 1))

47

alakd, akkor a sz{ird sdvsz(ird tipusu a vivéfrekvencia koriili 4tviteli sdvval. Eppen ezért a sz{ir6 kimend

2

jele most vivofrekvencids komponenseket is tartalmaz, de a két sziird kimenetén a vivé fazisai kozott
éppen 90° eltérés van. Amibdl vildgosan kdvetkezik, hogy a vivésavi detektor kialakitdsahoz elegendd

2 2

egy illesztett sz{ir6t megvaldsitani, hiszen a vett jel burkoldja mindkét szir6 kimenetén hordozza a

2~ 2

szitkséges informdaciot. Az egyszer(sitett vivosavi detektor felépitése a 3.9. dbran lathatd. A megoldas

alapvetd el6nye, hogy nincs sziikség a kvadratira komponensek egyidejii kezelésére.
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cos(-)

WA
|/

A
AN

T T\ [ \[ 2T ¢
|4
sin(-)
TN
S
-7 N\ [ fer
v/

p1:O p1:1 p1:0

3.8. dbra. A vivésdvi nem koherens illesztett sz{irés detektor kimend jelei (wg7T = 2kT)

T
r(t) illesztett sz{ird Nz _fé

he, (1) -t

burkolddetektor

3.9. dbra. Az egyszertsitett viv6savi detektor felépitése

3.4. A nem koherens rendszerek hibavalészintisége

Azonos jelenergidkat és azonos a priori valdszinliségeket tételeziink fel (vagyis Ey = E és Ty = %), az
elemi jelek ortogondlisak, azaz

%) =VE@(t), k=1,....M,N=M.

Az optimdlis detektorban a dontés a
k = argmax{py }
k

szabaly szerint torténik.
A hibaval6szintiséget az alabbi mddon definialjuk:

P, = P(%;ék\xk>:
= P (nem k-ra dontiink, ha x; (z;) volt az iizenet) =
= 1 —P(k-ra dontiink, ha x; (z;) volt az iizenet) =
= 1-P,,

ahol P, a helyes dontés valoszintisége feltéve, hogy a k-adik iizenetet kiildt€ék. A dontési szabély
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alkalmazdséaval
Po, = Ppi>pmVm#k|x) =
= PPk >Pisees Pk > Prots Pk > Pty Pk > Pyt | Xe)-
A hibaardny szdmitdsahoz ismerni kell a p = (p1,...,pu) egyiittes feltételes valészintiségi stird-

ségfiiggvényét. Tudjuk, hogy ha a k-adik iizenetet kiildték, akkor

@) k=1) (k) (k+1) (M)
7,=(0,0,..., 0, VE, 0, ..., 0),

r=(re,r5) = (Vg5 ,C08(O)VE + Vs o Veys Vs - - SIN(OWE + Vg, o, Vg, ),
igy az [-edik detektor kimenetén az aldbbi jelet kapjuk:

pr= ez + (rm)? =

= VEr2 + (VEn) =

= VE 24l =
VE \/(cos(®)VE +v4)? + (sin(@)VE + vy, )2, 1=k
VE [V +V2, [ #k

amelybdl vildgosan l4tszik, hogy zajmentes esetben csak a k-adik detektor kimenetén jelenik meg
nullatdl kiilonbozd jel (akkor, ha a k-adik iizenetet kiildték).
A kordbbiakban meghataroztuk az r feltételes valdszintiségi stiriségfiiggvényét, miszerint

1 N ||y||2 E 9 Pk
r - T CrJ S - AT Ty - I - P
p (y ’ Xk) p () \ ‘ Xk) <TEN()> exXp < No exXp No 0 No

amit esetiinkben az alabbi alakra hozhatunk:

2 2 ) )
E \/yTy N i+
pr(Y|Xk):eXP(——)I() ZMJE H_exp _C Si )
No

Ny

//////

&= (P,...,Py), ®; = arctg -,
(,‘1
amibdl

2 N 2
PrRo(r, @ | X;) = ELNO Iy exp <—N£0) exp (—ﬁ;) I <2rk *I/v—f?) 11—11 ano riexp (—ﬁ(}) .
1k

2

Az j valészinliségi vektorvaltozok slirliségfiiggvényének alakja azért ilyen, mert dltaldban igaz a
kovetkezd. Ha adott egy X,Y valészinlségi véltozé paros, és eléallitjuk ezek egy fiiggvénytranszfor-
macidjét, példaul az

R=f(X,Y)=VX2+Y2  r=f(xy)=x>+)>
P =g(X,Y) =arctg g, ¢ = g(x,y) =arctg |
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o 2

fiiggvényekkel, akkor az XY egyiittes stirliségfiiggvényének ismeretében az R, ® egyiittes siirliség-
fliggvényét az alabbi eljarassal hatdrozhatjuk meg:

PR,C[:'("’(P):pX,Y(xay)‘gE:f;; ) ;;:zf;((g))

vagy o)
e
pxy(x,y) = pro(r,0) ‘ 3y |

ahol

3x,y) & 21 | cos(g) sin(g)

‘a(”v(P)':J: x| —rsin(@) rcos(Q) N

dp o

a Jacobi-matrix determindnsa.
Esetiinkben tehat

Pra(9) = pxy(x,y) - r = px y(rcos(@),rsin(@)) - r,

igy ha példaul
() = - exp (2
xX,y) =——exp| —
Pxy\X,y TCN() p NO )
akkor
( ) 1 r?
@)= ——rexp| ——
PR ® , @ TCN() p NO ’
illetve, ha
1 E x4y Va2 +)?
PX,Y(XJ) ™o exp ( N0> exp ( No 0 No VE )
akkor

(rg) = — £ "N (22 VE
RLQ)=—rexp| —— |exp| —— — .
Pre\®) =28 P\ TN ) P\ TN, ) O\

Tudjuk tovabba, hogy

px(x) = / pxy(x,y)dy.
A hibavaldszinliség szamitdsihoz sziikséges pr(r | x;) strtiségfiiggvényt ennek alapjan a

2 N 2
PR(r | %0) = 5 riexp (—N%) exp (-ﬁ;) Iy <2Vk }C—f) 1[11 A T1€Xp (_ﬁlo>
Ik

alakban adhatjuk meg. JOl latszik, hogy az R (illetve a p) vektor egyes komponensei fiiggetlen val6-
szinliségi valtozok, hiszen sirtiségfiiggvényeik szorzat alakban irhatdk fel.
A k-adik lizenet kiildése esetén a k-adik nem koherens detektor kimenetén 1év6 Ry = % jel felté-

2

teles valdszintiségi stiriségfiiggvénye

2
PR, (e | X¢) = N%) rr eXp (—NEO) exp (—;—‘()) Iy <2rk %—f)

alakud. Ezt Rice-eloszlasnak nevezziik.
A k-adik tizenet kiildése esetén az [-edik (I # k) nem koherens detektor kimenetén 1év6 R; =

2

jel feltételes valdszindségi stiriségfiiggvénye pedig

[

E

_ 2 7
Pr(ri | Xk) = 5 riexp (—
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PR (T | Xx) Pr,(r1 | Xk)

/] P(p+Ap >Ry >p | xg) P(R; <p|x)

/]

3.10. dbra. Optimadlis dontés a Rice- és Rayleigh-eloszldsok alapjin

alakd. Ezt Rayleigh-eloszlasnak nevezziik.

Egészében elmondhatjuk, hogy a k-adik iizenet kiildése esetén (optimdlis dontést feltételezve) a
kovetkezd torténik. A k-adik detektor kimenetén 1€v6 Rice-eloszlasi Ry fliggetlen valdszindségi val-
toz6 és a tobbi (M — 1) detektor kimenetén 1évS Rayleigh-eloszlasd {R;},1 # k val6szintiségi véltozok
megfigyelése utdn a maximalis értéki indexére dontiink.

Ez alapjan a feladat az, hogy hatdrozzuk meg a P,, értékét, ami az aldbbiak szerint tehetd meg.

Pck ZP(Rk >Ry VI #k ’ Xk)
Tudjuk, hogy adott p esetén (I # k)-ra

2
P(p>Ri[x) = 2/—6XP( ﬁlo>drl:

2
P(p+ap>Ri>p | x) =24 exp (52 ) 1o (20 X ) ap

Ily médon a fiiggetlenséget felhaszndlva

PRy >Ry,...,Rx > Ri—1,p+Ap > Ry > p, R > Riv1,. .. ,Re > Ry | X¢) =

—2 exp( E;—Opz) Iy <2p %—f) (1—exp (—X,—Z))MﬁlAp,
Po= 28 o0 (~52) 0 (2048) (1-ex0 (-£))" o0
0

és P, =1-P,, P, =P,, P, =P.. Afeladatot a 3.10. abra illusztrdlja (M = 2).

tehat

3.5. Példa a nem koherens rendszerek hibaaranyanak szamitasara

Binaris eset

M=2N=2
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ahol 7 € [0,T). Az (j ortonormalt bazis:

Y, (1) = \/5\/; cos (%) cos(wot),
Y, (1) = \/E\/; sin (%) cos(mor),
Y (1) = \/5\/; cos (%) sin(mot),
W, (t) = \/E\/; sin (%) sin(co?)
Ezért
X1 (t) = \/E‘Pc‘l (Z)v X = (\/E,O),
x(t) = VEY,, (1), x; = (0,VE).
[,P E+p VE p?
P, = 0/2ﬁ0 exp <— N >Io <2p70> (1 —exp (——O>> dp =
3 rop E+2p? vVE
= 1—/2—0e (— No >10 <2p—> dp,
mivel az

P E+p’ VE
2— — Lh|2p— |dp=1
/ NOCXP( No >0<PNO p=1
0
ugyanis az integralandé fliggvény valdszinlségi strtiségfiiggvény.

Az dsszefiiggés alapjdn a hibaardnyt a

oo

E +2p? E
P, = 2£exp<— 2P )Io <2p\/—_>dp
0 No

No No

integral kiértékelésével kaphatjuk meg. Ez zart alakban el6allithato:
P 1 E
=—exp|—=— |-
=27\ 2w

Az integralok analitikus kiértékelése

A hibaardny szdmit4sdhoz sziikség van a

[P E+p? VE P\
p.= (22 . olooXE) (1= P
- Jotoa( -5 (348 (oo ()"

_ P
— No dp

E Y h (2 E ) (1= exp(—x))M dx =
(%50 (5)
(B o

integral kiértékelésére. Bevezetve az x =2 N% Uj integralasi valtozot, a

P, =
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kifejezéshez jutunk, azaz a kulcskérdés az

oo

/ exp(—(m+ 1)x)lo (2\/’%> d

0

integral kiértékelése.
Matematikai kézikonyvekbdl ismert, hogy 1étezik az aldbbi Laplace-transzformalt:

L{(%)H - 1(2\/_>}:—exp(];>, u=12,...
{10(2\/_>}:—exp<]:>.

és u =1 esetén

Tudjuk tovdbbd, hogy

L {exp(—ct)lo <2\/l§>} = s—%‘ exp (s—l—%) =

= /°° —ct)ly 2\/_)exp( st)dt.
0

Ez utoébbi egyenlet felhaszndlasaval a keresett integral kiszamithatd, ha a kifejezésbe a k = N%, c=
m+1, s =0, t = x értékeket helyettesitjiik, mivel ekkor

/wexp(—(m+ D)l (2%%) dx = m1+ exp <m1+ 1 NEO) .

0

Ezt az eredményt behelyettesitve a kordbbi Osszefiiggésekbe, a P, értéke a

P M*I( hyn M-1\ E\ 1 1 E
” - - X — _— g
¢ 0 m P m+1 xp m+1 Ny

1

kifejezéssel szdmolhatd, amelybdl a hibaardnyra
M—1
M—1 1 E m
P, = —1)mt! o -
’ mg’l( ) ( m )m+1 exP( No m+1>

érték adodik.
Meg kell jegyezni, hogy nagy M-ek esetére és kis hibaardnyok mellett a véltakozé elgjelek miatt
a kifejezés toleranciaérzékeny, de példdul bindris esetben egyszerfien kiértékelhetd, ugyanis M = 2

esetén
p 1 E
= — X —_— .
e~ 2P\ "o,
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4. fejezet

A koherens és nem koherens atviteli
rendszerek osszehasonlitasa

Az dsszehasonlitast (hibaardny alapjén) az aldbbi kozos feltételekkel végezziik el:
o £, =F , T = ﬁ
e Az elemi jelek ortogonélisak, azaz N = M.

e Optimélis vevOstruktdrak.
4.1. Koherens csatorna

() =VEe((), k=12,....M

(@) (k=1) (k) (k+1) (M)
xx=(0,0,..., 0, VE, 0, ..., 0)

r = X; +V, ha a k-adik {izenetet kiildték.

M _ 2 M

pe(y %) = (7 ) exp (—L ) > [Texo(—3)
m=1
m#£k

Tudjuk, hogy az optimdlis vev6ben eléallitjuk a

x) = VE VEWE+vy), 1=k
= s = =
pP1 ! 1 VEv,, I £k
skalarszorzatokat, és a dontés a
k = argmax{p;} = argmax{R;} = argmax{r;}
k k k
alapjan torténik, ahol Ry = % = .

A pe(y | xx) szerkezetébdl jol lithatd, hogy az r vektor egyes komponensei fiiggetlen Gauss-
eloszlast valdszinliségi véltozok. A P, pedig most is a

Pc:Pck = P(Rk>Rm, Vm;ék\xk):

oo

p
= /(\/717%>Mexp (—%) /exp <—]yv—z> dy dp

—oo — 00
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egyenletbdl hatdrozhaté meg, amely dtalakitdsok utdn a

- M-1

p
Fe = /ﬁem(—%) /éN eXP(-%—z)dy dp =

M—1

= /m ;Noexp<—(pff)2> 1—/00\/;7M)exp(—1yv'—z)dy dp =
p

E

formdban adhaté meg. Bindris esetben

i~ [ dmon (-5 o v2) -0 B).

4.2. Nem koherens csatorna

r = (rq,r5) = (cos(®)xg + V., sin(O)xg + Vy)

N 2
piv 0= (d) "o (- o) 1)

Tudjuk, hogy a korrekt vétel valdszintiségét a

(22 (EEP VEN (1 _ep(-2))
PC—0/2NOexp< Ny >10<2p N0>(1 exp( Ny dp

kifejezés adja meg.
A 4.1. dbran a hibavaldszintiségeket adtuk meg az f,—g fiiggvényében. Lathat6, hogy M = N — oo
esetén mind a koherens, mind a nem koherens rendszer hibavalészintisége a

E 1
{1, haﬁowﬁln2

E 1
0, haﬁow>ln2

lim P, =
M—oo

hatarfiiggvényhez tart. A hatdron
E 1

No logy M

=1In2,

és bevezetve az R = logTzM atviteli sebességet, valamint a P = % teljesitményt

E 1 T 1P _

— —=——=1In2
Nolog,M T RNy

)

R = 1
= — log,e.
Ny £
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) 1072
koherens és
nem koherens —— |

107! \\\\( Koherens (M =2)
\

P,
RS
__— nem koherens (M =|2)
N
I
|
!
—
I
|
I
I
I
i
|
|
]
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-3
(M — o) 10 nem koherensg (M = 15)
koherens (M = 15)
10~* y \
1073
0.1 In2 1 10 102 E» _ E _1
No Ny logo M

4.1. dbra. Hibaval6szinliségek az 1% fliggvényében

Igy a feltétel a kovetkezs

lim P, =

I, haR> N% log, e
M—so0

0, haR< N% log, e
amibdl nyilvanvald, hogy

P
Co=—1
NO 0g,e

a csatorna kapacitdsa, ha a sdvszélesség minden hatdron til n6, hiszen Shannon eredményei alapjén

. P
C., = V‘1/1Ln°oW10g2<1+%—W>:

P w
= ul/iinmlogzeln <1+]VO—W) =

P
= log,e-—.
0
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5. fejezet

A vektortér Kiterjesztése a savhatarolt
jelekre

Legyen a forras altal eldallitott szimb6lumok sorozata {§ki}, amelyre igaz, hogy minden eleme egy
M értékkészletli abécébdl veszi fel az értékeit, azaz k; € {1,...,k,...,M}, és az i index az idGbeli
sorrendet jeloli. (Ha az eredeti forrds L értékkészletli szimbolumsorozatot allit el, és azokbol K
darabot 6sszefogva hozzuk létre a & szimbdlumokat, akkor M = LX). Jeloljiikk a szimbSlumidét 7-
vel, ily médon az i-edik idSrésben a §;. szimbSlumot vissziik dt, azaz, ha k; = h, akkor a h-adik
szimbdlumot.

A {§ki} szimbdlumsorozat atviteléhez idében folytonos savkorldtozott fiiggvényeket hasznalunk,
ezeket {x, () }-vel jeloljik. A modulaci6 tehdt egyszer( leképezés, miszerint a §; szimbélumhoz az
Xy, (t —iT') idSben eltolt elemi jelet rendeljiik hozza.

Tételezziik fel, hogy az elemi jelek sdvszélessége B = [0,W ), azaz a jel egyoldalas spektruma csak
ebben a frekvenciatartomédnyban kiilonbozik nullatél, igy az elemi jelek X (f) Fourier-transzformaltja

| tetszBleges, fe (=W,W)
*idf) ‘{ 0, fE(-ww)

vagyis az elemi jelek

()= [ wles(—amgiar

—oo

Fourier-transzforméltjanak a tart6ja a (—W, W) tartomdny. (Természetesen ez a megkotés sem teljesiil
dltaldban, de ez a tirgyalds a valésdgos rendszerek miikddését jol leirja, hiszen a valésdgos moduldlt
jelek savszélessége értelemszertien korlatozott frekvenciasdvot foglal el).

A vizsgélt additiv fehér Gauss-zajos csatorndban a vevé bemenetére az

rk(t) :xk(l‘) +V(l‘)

eredd jel érkezik, ha az adéban éppen a k-dik tizenetet kiildték, ahol x;(7) a hasznos jel, v(z) pedig a
fehér Gauss-zaj id6fiiggvénye.

Tételezziik fel, hogy az {xi,(¢)} elemi jelek teljesitménye korldtozott, és P az atlagos teljesitmény.
Ilyenkor fehér Gauss-zajos csatorndban, ahol S,(f) = Np/2 a zaj kétoldalas teljesitménysirtsége, a
csatorndban mérhetd atlagos jel-zaj viszony az

P
SNR = ——
NoW

formdban adhaté meg.
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5.1. A négyzetesen integralhato fiiggvények L, tere

A négyzetesen integralhat6 {x(r)} fuggvények tgynevezett L, tere, két miiveletre, az dsszeaddsra, a
valés skalar konstanssal valo szorzasra zart, és benne értelmezhetd a

(x(0).5(0) = [ (O, ba x(0). () € Lo
skaldris szorzat.

e Ennek alapjan definidlni tudjuk az {x; ()} fiiggvény normanégyzetét, ami az

x(0)]1> = (x(2),x(2)) = /xz(t)dt < oo, ha x(t) € L,
kifejezéssel adhaté meg.

o Az L, térben két fliggvény euklideszi tdvolsdgdnak a négyzetét a

(x(0),5(0)) = () =30 = [ (x(0) (1)1, ha x(0).5(0) € Lo
kifejezés adja meg.

o Az L, térben két fiiggvény azonos, ha a tdvolsdguk 0, ugyanis ilyenkor a két fiiggvény csak
nullmértékti halmazon kiilonbozik egymastol.

e Tudjuk, hogy az L, térbeli fiiggvények esetén ||x(z)||> > 0, és ha ||x(¢)||> = 0, akkor x(¢) = 0.

o Az [, térhez tartoz6 fiiggvényeknek létezik az

%) = [t exp(— 2

—oo

Fourier-transzformaltja, és az

al) = [ Xl es(msas

inverz Fourier-transzformaltja.

e Altaldban két fiiggvény az L, térben azonos, ha legfeljebb véges szamd, vagy megszamlalhatGan
végtelen szdmu pontban (nullmértékd halmazon) tér el egymdstol. Ez az allitds a jelek Fourier-
transzformadltjéra is igaz.

o Az [, térbeli fiiggvények esetében a fiiggvények és azok Fourier-transzformaltjai kozott fennall
a Parseval-egyenl6ség, amely szerint

oo +o0

(x(2),5(1)) =/ x(0)y(o)de = (X(f),Y () = [ X(NY()df, ha x(2),5(r) € Lo,

—o0 —oo

ahol Y*(f) az y(¢) fuggvény Fourier-transzforméltjanak komplex konjugaltja. Ennek alapjén
igaz, hogy

I = 1X (1>
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5.2. A jeltér altalanos definicidja

A jeltér az L, tér egy S C L, altere. A négyzetesen integralhaté fiiggvények jellegzetes példdi a [0,7)
tartdjd, vagy az dltaldnosan véges tartdju idofiiggvények, de lehetnek ezek a sdvkorldtozott, végtelen
id6beli tartéval rendelkezd jelek is.

A jeltérben a jelek lefrasdhoz mindig sziikség van egy ortogonalis {¢;(¢), j €I} bazisra, ahol /
az egész szamok indextere, és fenndll a

+oo .
o000 = [oewa={ =0 I8

osszefiiggés, és amely a moduldciés (kommunikdcids) rendszerben haszndlt {x;(z)} elemi jelekre
nézve teljes, azaz minden {x;(r)} fuggvény megadhato az

v &), 9,(0))
%0 =L e wF 0

kifejezés szerint a bazisfiiggvények linearis kombindci6jaként.
Ha a bdzis normalt, akkor [@;(#)|* = 1, és a fenti kifejezés az

xu(t) = _Z;<xk(t)7tpj(t)><f>j(t) = z;xkj(f’j(t)

alakban adhat6 meg, ami az {x(r)} fliiggvények altaldnositott Fourier-sora a {¢;(t), j €I} ortonor-
malt bazisfiiggvények szerint.
Ilyenkor igaz, hogy

~+oo
()0 (1)) = [ xe(e) () = (xexi) = ¥ g

oo jel
ahol (Xi,X;) az Xg = {xk1,...,Xj,...} és az X; = {x;1,...,x7j,...} vektorok skaldrszorzata, és x;; =
(xe(2),9;(t)), x1j = (x;(t),9;()), amib&l

~+oo
0] = Gaele) () = [ 520 = (m) = X o8, = [l
jel

ahol ||xx|| az x; vektor hosszisdga (normdja).

5.3. Az alapsavi savkorlatozott jelek leirasa a jeltérben

Legyen az x(t) jel sdvszélessége véges (B = [0,W)), azaz legyen a jel Fourier-transzforméltjanak a
tartéja az (—W,W) intervallum. Tudjuk, hogy a véges (példaul (—W,W)) tartdju jelek Fourier-sorba
fejthetdk az

{eXp(—jZTEfkT), ke Zv f € (_va)}
frekvencidban periddikus jelek segitségével, ahol Z az egész szamok halmaza, és T = 1/2W. Ezek a

jelek ugyanis ortogondlis bézist alkotnak, ami egyszerlien beldthaté az alabbi integral kiértékelésével:

+W w

—i2nf(k— DT
_4 exp(—j2nfkT ) exp(j2nfIT)df = exp(_ jénT(EIJ:(—l)T) ) v
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_exp(j2nW (k—1)T) —exp(—j2nW (k—1)T)  1sin(n(k—1))
B j2n(k—0)T T n(k—1)

_ 1, k=1
0, k#1
{VTexp(—j2nfkT), k€Z, fe(-W,W)}

jelkészlet ortonormdlt bazist alkot minden L, térbeli savhatarolt fiiggvényre. Ennek alapjan a jelek
Fourier- transzformaltja az

Ebbdl 14thatd, hogy a

x(f)=Y <X(f),\/7exp(—j2nfkT)> VT exp(— j2nfkT)

keZ

altalanos egyenlettel leirhaté. Ha ennek az egyenletnek mindkét oldaldn végrehajtjuk az inverz Fourier-
transzformdacié miveletét, akkor az aldbbi Osszefiiggéshez jutunk:

x(1) =T Y (X(f),exp(—j2nfkT)) F~" (exp(—j2nfkT)),

keZ
ahol
+W
T (expl(—2nfKT)) = [ exp(— /2 kT ) exp(2mf1)df =
W

_ [exp(jZn(t—kT)f)}W/ 1 sin(n('_TkT))

i _ T T w(—kT)
J2n(t —kT) w T M)

Felhasznélva azt a tényt, hogy az L, térben érvényes a Parseval-egyenlGség, az {exp(—j2nfkT), k €
7.} fiiggvények ortogonalitdsabdl kozvetleniil kovetkezik az { F ~!(exp(—j2nfkT)), k € Z} figgvé-
nyek ortogonalitdsa is. Eppen ezért igaz, hogy a

Sin( TC(tfkT) )
(Pk(t) = ?kTT) = SiHCT(t—kT), keZ
T

figgvények ortogondlis jelkészletet alkotnak, amely jelkészlet barmely sdvkorlatozott jelre nézve tel-
jes, mivel barmilyen (—W, W) tartoményban sévkorlatozott jel lefrhat6 az
1 . .
x(1) = = Y (x(¢),sincy (t — kT))sincr (1 — kT)
r keZ

alakban, és emellett a Parseval-egyenl6ség alapjan tudjuk azt is, hogy

||sincy(t —kT)|* =T,

mivel
F (sincy (t —kT)) = Texp(—j2nfkT),
|F (sincr (1 — kT))|[* = T2||exp(—j2mfkT) ||,
és /
lexp(~ 2 fKT) P = 7.
Az eddigi eredményeket felhaszndlva az x(¢) fiiggvény r = jT helyen felvett x(j7) mintdja az

*(JT) = %kezzoc(t), sincy (t — kT))sincy (jT — kT) — %(x(t), sincr (1 — jT))
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formdban adhat6 meg, mivel a sincy (jT — kT') fiiggvény értéke csak a j = k helyen egységnyi, minden
mas esetben 0, amibdl
(x(t),sincy(t — jT)) = Tx(jT).

Visszahelyettesitve ezt az eredményt a kordbbi kifejezésbe az x(¢) figgvény felirhat6 az

*(6)= £ Y (a(t). sincr (1 — KT))sincr (1 — kT) = % Y Tx(kT)siner (1 —kT) = Y x(kT)sincr (1 —kT).

T keZ keZ keZ

alakban, azaz a fiiggvény leirhaté a mintai segitségével.
Ez a savhatarolt jelek jol ismert mintavételi tétele, ami kimondja, hogy egy W sdvra savhatarolt
jela T = 1/2W id6nként vett mintdi segitségével pontosan visszadllithato.
A korabbi eredmények alapjan kimondhatjuk, hogy a
1 sin(BADy
Q1) = —y = ——sincy(t —kT), keZ

VT n(t}kT) VT

jelek minden L, térbeli, W = 1/2T sévra savhatdrolt x(¢) jel szdmara teljes ortonormalt bazist alkotnak,
és az x(t) vetiilete a @i (¢) filggvényre, azaz az x vektor k-dik komponense az

1
xx = — (x(¢),sincy (t — kT)) = VTx(kT
ﬁ< (1), sincr( ) (KT)
kifejezés segitségével hatdrozhaté meg. Mivel a skaldrszorzat az ortonormalt sorfejtésre nézve invari-

ans, fennall az
—+o0

(xh(t),xl(t)> = /xh(t)xl(t)dt = <Xh,X1> =T Z)Ch(kT)xl(kT)

keZ

—oo

egyenlGség.

5.4. Az atereszto savi savkorlatozott jelek leirasa a jeltérben

Legyen az x(¢) jel savhatdrolt az [(f. — %, fo + %), fo > %] sdvéteresztS tartomdnyban, azaz legyen a
jel Fourier-transzformaltjdnak a tartéjaa (—(f. + %), —(f: — %)) és az ((f. — %), (f. + ¥)) interval-
lum. Az éateresztd savi jel savszélességét azért valasztottuk ekkordra, hogy az 5.3 fejezetben targyalt
alapsavi, és az itt targyalt ateresztd savi jelek savszélessége egyforma legyen (W egyoldalas és 2W két-
oldalas sdvszélesség). Ilyenkor a kétféle rendszerbe juté Gauss-zaj eredd teljesitménye azonos, ezért a
kétféle rendszer jol 6sszehasonlithato.

Az aldbbiakban kimutatjuk, hogy, ha a {@x(7), k € Z} fiiggvények ortogonalis halmazt képeznek
az Ly [O, %) térben, akkor az

{(pk(t) COS(2T[',fCt), (Pk(f) Sin(znfct)’ ke Z}

jelek is ortogondlis halmazt alkotnak az Ly ((f. — %), (f. + %)) térben. Ez az dllitds egyszertien be-
lathat6 az utébbi fiiggvények Fourier-transzformadltjainak a felhasznaldsdval. Tudjuk ugyanis, hogy

 [0k(1) 052 fet)] = 5 F [0u0) (exp 2 fot) + exp(— 2fet)] = 3 [®elf — f0) + Bulf + 1)
és

1

F @i (1) sin(2nfer)] = 2%.? (@it (exp(j2mfet) —exp(—j2mfet))] = 55 [Pu(f = fe) = Pulf + £
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ahol @y (f) a @i (¢) fuggvény Fourier-transzformaltja.
Ezek utdn vizsgdljuk meg a k-dik és [-dik koszinuszt tartalmazé fiiggvény (@k(¢)cos(2mf.z) és
@y (1) cos(2mf,t)) skaldrszorzatat, azaz szamitsuk ki az

(@i(t)cos(2mfet), @;(t) cos(2mfet)) = /_o; @ (1) cos(2mf.t)@; (1) cos(2mf,t)dt

integralt a Parseval-tétel alkalmazasaval, miszerint a fenti integral kiszdmithat6 a fiiggvények Fourier-
transzformadltjainak a segitségével is:

(00 o5 (2mfe), (1) cos(2f)) = [ [96(f = )+ BulF + SIB](F — fo)+ @]+ )0

Mivel tudjuk, hogy a {¢x(¢)} fiiggvények sdvhatdroltak, és f. > %, gy biztosan igaz, hogy a
i (f = fo)PI (f + fe)

i (f + fe)Pr (f = 1)

szorzat minden frekvencidn nulla értékd, ezért ezeket az integral kiértékelésénél elhagyhatjuk. Ennek
alapjin a skaldrszorzat az

(k1) cos2nfer), out)os2nfer)) = 3 [ ®ulF=FIB(F— A+ [ Belr+ IR+ R =

5 [ e ke
= = t t)ar =
2 ) O 0, k#I

egyenlet segitségével hatdrozhaté meg, amibdl jol l1atszik, hogy a fiiggvények ortogondlisak egymasra.
A fenti szadmitdsndl kihaszndltuk azt az 6sszefliggést, hogy:

| T reisar= [ en@inar= [ aoeod.

Hasonl6 médon elemezziik a k-dik koszinuszt és [-dik szinuszt tartalmazé fiiggvény (@ (7) cos(2mf,.t)
és @; (1) sin(2m f,1)) skaldrszorzatdt, azaz szamitsuk ki az

(@ (1) cos(2mfet), @ (t) sin(2mf,t)) = /w @ (1) cos(2mf.t)@;(t) sin(2mf,t)dt

integralt a Parseval-tétel alkalmazdsdval:

(@ul0)os(2nfer) u(0)sin(fet) = 1= [ el = £+ Oul + £)®] ( — £) = @i (F+ 4.

A szamitdsndl most is csak az azonos frekvenciatartomdnyba es6 tagok szorzatait kell figyelembe
venni, ennek alapjan a skalarszorzat az

(@ule)cos(2nfen) (0)sinCnfin) = 1= [ R0 (F£0f =1 [ @ulr+ IR+ £)4F =0

egyenlet segitségével hatdrozhaté meg, amibdl jol l1atszik, hogy a fiiggvények ortogondlisak egymasra.
A fenti szadmitdsndl ismét kihasznéltuk azt az 6sszefiiggést, hogy:

| @ @i (5 £0ar = e

Az eredmények alapjan megdllapithatjuk, hogy:
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o Az itereszt6 sdvi sdvhatarolt jelek leirdsdhoz a
{oc(t)cos(2mfet), @u(t)sin(2nfer), k€ Z}
jelek ortogondlis bazist, a
{V20i(r) cos(2mf.t), V2@i(t)sin(2rf.t), k€ Z}
jelek pedig ortonormalt bazist alkotnak.

e Mivel az 5.3 fejezetbdl tudjuk, hogy a

1 sin(®ED)

Qx(t) = ﬁin(t—kﬂ
T

1
= ——sincr(t —kT), k€Z

VT

jelek minden L, térbeli, B = (0, %] sévra savhatarolt jel szdmara teljes ortonormalt bazist alkot-
nak, ha T =y, ezértaz [(f. — %, fo + %), f. > ] dteresztS sdvban sdvhatdrolt L, térbeli x(r)
jelek szamara a

{\/Etpk(t)cos(anct), \/E(pk(t)sin(anct)} =

vT vT

jelek alkotnak teljes ortonormaélt bazist az L, [( Je— %)a (fe+ %)] térben.

{ ﬁsincT(t —kT)cos(2mf.t), ﬁsincT(Z —kT)sin(2nf.t), ke Z}

e Ennek alapjdn barmely L, térbeli [(f. — %, f. + %), f: > %] dtereszt6 sdvban sdvhatdrolt jel
leirhat6 az

V2 . : : 1
= JT ke% [xeksiner (f — kT)cos(2nfot) + xgsincy (t — kT )sin(2nfet)], T = W

formaban, ahol

x(1)

Xek = <x(t), \/—\/;sincr(t - kT)cos(anct)>

és

Xk = <x(t), %sineﬂt - kT)sin(27tfct)> .

5.5. A fehér Gauss-zaj leirasa az altalanos jeltérben

Az 1.2. fejezet alapjan tudjuk, hogy az Ny/2 kétoldalas teljesitménysiirtiségdi fehér Gauss-zajbdl a
jeltér minden dimenzidjdba fliggetleniil Ny/2 dtlagos energia jut, azaz a v(¢) fehér Gauss-zaj és az
ortonormalt alapsavi bazisfiiggvények

Vi = (V(1), 9k (1)),
illetve az ortonormadlt 4tereszt6 sdvi bazisfiiggvények
Voo = (V(0),V2u(t)cos(2xfet) ), v = (V(0),V2u(r)sin(2xfor) )

skaldrszorzata fiiggetlen, nulla varhat6 értéki és Ny /2 szérasnégyzeti valészinlségi valtozok halmaza.
A zaj tehdt az ortonormadlt bazisra vetitve a {v.} és {vy} vektorokkal leirhat. Fontos megemliteni,
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hogy most is érvényes az irrelevancia tétel, azaz az, hogy a rendszer leifrdsakor a zajnak csak azo-
kat a komponenseit kell figyelembe venni, amelyek a hasznos jeleket leiré ortonormalt vektortérben
helyezkednek el, mert ez a rendszer leirdsa szempontjdbdl elegendd statisztikét biztosit.

Emellett érdemes megjegyezni, hogy a zaj két altalanos jelre vett vetiiletének skaldris szorzata a

E{(v(0),x(0) (v(0), (1)} = E{ [ / +mv(t)x(t)dt] [ / *‘”v(p)y(mdp] } _

—oo —oo

{ AR drdp} / " / 05— p)xto)y(p)ardp =

No
2
kifejezés segitségével hatdrozhaté meg.
Osszefoglalva:
Alapsavi savhatarolt jelek esetén:

e A vevs bemenetére juté jel r(t) = x(t) + v(t), ahol x(z) sdvhatérolt és korldtozott teljesitmény
(B=(—W,W)), v(¢) pedig fehér Gauss zaj Ny/2 kétoldalas teljesitménysiirtséggel;

{@k(t)}, k € Z egy ortonormalt bazis, ahol

{(pk(t) = %sincT(t —kT), ke Z}

és

=Y xo(r),  xe=(x(t),0(1));

keZ

e Ha x(r) sdvhatdrolt sztochasztikus folyamat, akkor annak minden realizdciGja leirhaté egy x =
{xx}, k € Z valészintiségi viltozé vektorral;

e Ennek alapjan x(z) amplitidémoduldlt ortonormalt pulzusokbdl &ll6 6sszeg, melynek a norma-

négyzete az
@) =Y Iee)® = Y bl
kEZ kEZ

kifejezéssel adhat6 meg;
e Ha az x(r) savhatarolt jel teljesitménykorlatozott, és a korlat P, akkor %ZkEZ x> < P;
e A szimbdlumidé T = 1/2W, igy a szimbSlumsebesség 1/T = 2W;
e A jelenergia korlatja PT = P/2W,
e A fehér Gauss-zaj energidja Np/2 szimb6lumonként;

e A jel-zaj viszony

S
SNR = = —;
/\éo NoW

e A spektrélis hatékonysag p[bit/két dimenzid] vagy p [bit/s/Hz], amibdl az adatsebesség R = Wp [bit/s].
Atereszt6savi savhatarolt jelek esetén:

e A vevs bemenetére juté jel r(r) = x(¢) 4 v(t), ahol x(¢) dteresztd savi savhatdrolt és korldtozott
teljesitményt (B = (f. —W/2,f. +W/2), f.> W //2) hasznos jel, v(r) pedig a fehér Gauss zaj
No/2 kétoldalas teljesitménysiirtiséggel;

o {Qu(t), és @ (1)}, k € Z egy ortonormdlt bazis, ahol

{(pck(t) = %smcﬂt —kT)cos(2nf.t), k€ Z} )
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{(psk(t) = %smcﬂt —kT)sin(2nf.t), k€ Z}

X(l) = ZX"k(ka([) + szk(l)sk(t)7 Xek = <X(l),(|)ck([)>, Xsk = <x(t)7(psk(t)>;
kEZ k€EZ

e Ha az x(r) dtereszt$ sdvi sdvhatdrolt sztochasztikus folyamat, akkor annak minden realizdcidja
leirhat6 egy X = {xx, X}, k € Z valészintiségi véltozé vektorral;

e Ennek alapjan x(7) amplitdidémoduldlt ortonormalt pulzusokbdl dll6 osszeg, melynek a norma-
négyzete az

eI? = Y (weel® + bxal?)

keZ

kifejezéssel adhaté meg;

e Haaz x(t) dtereszt sdvi sdvhatdrolt jel teljesitménykorldtozott, és a korldt P, akkor £ ¥yc7 (|xck|> +
ese|?) < P

e A szimbdlumidé 7 = 1/W, de minden szimb6lumid&ben két szimbolumot visziink &t, igy a val6-
sdgos szimbolumsebesség 2W =2/T';

e A jelenergia korlatja PT = P/2W,

e A fehér Gauss-zaj energidja Ny/2 szimbSélumonként;

o A jel-zaj viszony

P
£ P
) .
SNR = N NgW’
2

e A spektrélis hatékonysag p[bit/két dimenzid] vagy p [bit/s/Hz], amibdl az adatsebesség R = Wp [bit/s].

5.6. Az atereszto savi savhatarolt jelek leirasa a komplex szamok teré-
ben

A fentiekbdl megéllapithatd, hogy az alapsavi és az ateresztd savi modell Iényegében ekvivalens egy-
massal. Ateresztd savi jelek esetén gyakran kényelmes a jelek kvadratira komponenseihez egy kom-
plex valtozo valds és képzetes részét hozzarendelni oly médon, hogy alkalmazzuk a szokdsos transzfor-
maciét a valés szamok R? és a komplex szamok C tere kozott. Eszerint az R?-beli (x,y) két dimenzids
vektort megfeleltetjiik a C-beli x + jy komplex szamnak. Ez lehetséges, mivel egy fiiggetlen azonos
eloszldsd nulla vérhat6 értékd kétdimenzids v Gauss eloszldsi sorozat (dimenziénként Ny/2, két di-
menzidnként, vagyis egy komplex dimenzidban Ny szérdsnégyzettel) megfeleltethetd a v = v, + jv;
sorozatnak, ahol v, és v, fiiggetlen, nulla varhat6 értékli Gauss eloszlasu valdszintiségi valtozd soro-
zat komplex dimenziénként Ny/2 szérdsnégyzettel. Ily médon egy diszkrét ideji komplex modellhez
jutunk, ahol r = x4V az alébbi jellemzdkkel:

e A szimb6lumid6 T = 1/W, azaz a szimb6lumsebesség W = 1/T komplex dimenziénként;
e A v Gauss sorozat nulla varhat6 értéki és Ny szérasnégyzetli komplex dimenziénként;
A jel-zaj viszony SNR = P /W Ny;
e Az adatsebesség p [bit/két dimenzid] vagy p [bit/s/Hz].
Eddig ez teljesen megegyezik a korabbiakkal, amikor egy komplex dimenzid helyett két valés dimen-
zi6t haszndltunk. Jegyezziik meg, hogy egy kétdimenzids diszkrét idejli alapsdvi modell is dtkonver-

talhaté diszkrét idejii komplex modellbe, ha alkalmazzuk a fenti konverziét a valés szamok R? és a
komplex szamok C tere kozott.
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Fontos azonban hangsilyozni, hogy a val6s szamok R? és a komplex szamok C tere kozotti kon-
verzié megdlriz egy sor algebrai, geometriai és valoszintiségelméleti tulajdonsigot, de nem mindegyi-
ket:

e Az additivités trividlisan megmarad;

e A szorzds nem marad meg (mivel az R? térben két elem szorzdsa nem egyértelmiien definidlt, mig
a C térben igen);

e A skaldris szorzat nem marad meg, mivel két ortogondlis R? térbeli elemet a C térben két koline-
aris elemre lehet leképezni;

e A euklideszi norma és az euklideszi tdvolsdg megmarad, mivel a kétdimenzids vektor hossza
megfelel a komplex szdm abszoliit értékének;

e Altaldban, ha v, és v, fliggd valds Gauss eloszlasti sorozatok, akkor v, + jv; nem megfeleld
komplex Gauss eloszlasu sorozat, még abban az esetben sem, ha v, és v azonos eloszlasiak;

e Ezzel szemben, ha v, és v, fliggetlen azonos eloszldst nulla varhat6 értékti Gauss eloszlasu so-
rozatok dimenziénként Ny /2 szérdsnégyzettel, akkor v, + jv, egy komplex nulla varhaté értéki
Gauss eloszlasu sorozat Ny szorasnégyzettel komplex dimenzidnként.

5.7. Az ortogonalis PAM és QAM modulaciok

Az ortogonalis PAM modulaciés rendszerek leirasa

Tételezziik fel, hogy az ortogondlis PAM jel leirhat6 az
x(1) = Y x@u(7)
k

kifejezés segitségével, ahol x = {x;}, k € Z az x; lizenetek valszinliségi véltozo sorozata és { @i (1) =
p(t —kT)}, k € Z egy ortonormadlt sorozat, amely egy p(z) elemi jel iddbeli eltoldsdval dllithaté eld.
Ilyenkor dltaldnos pulzus amplitidé moduldciérél (PAM) beszéliink. Most a jelteret a { p(t —kT)}, k €
Z ortonormalt sorozat fesziti ki. Az ortogonalis PAM rendszer blokkvazlata az 5.1. dbran lathato.

Az elégséges statisztikdhoz most elegendé megfigyelni az

rie=(r(1), @k (1)) = (x(1), @i (1)) + (V(1), @k (1)) = xic + Vi

vetiileteket, amibdl nyilvdnvald, hogy egyetlen mintdbdl az x; lizenet visszadllithat, mivel a k-adik
kimeneti r;, minta csak a k-adik bemeneti x; mintatdl fiigg. Ilyenkor egyébként szimbolumkozi dthallds
mentes atvitelr6l beszEliink. A megfigyeléshez el6 kell éllitani a fent jelolt skalaris szorzatokat, azaz
végre kell hajtani az illesztett sziirést a p(—t) jellel:

+o0

z(t) = / +mr(r)p(r—t)dr, 2(kT) = / r(t)p(t—kT)dt = ry.

—o0 —o0

A {p(t—kT)}, k€ Z jelek ortonormdltak, ha p(¢) teljesiti a Nyquist-feltételt. Ehhez definialjuk
a g(t) = p(t) x p(—t) eredd sulyfiiggvényt, amelynek a Fourier-transzformaltja:

G(5) = e = [ gloe o= |p(),

—oo

ahol P(f) = F (p(t)) a p(r) fiiggvény Fourier-transzformaltja.

Tétel

A Nyquist-kritérium kimondja, ha adott egy p(¢) fiiggvény és egy T intervallum, akkor igazak a
kovetkezd allitdsok:
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v | v(r)
x = {x} mintavevs | ¥ = KT} = {re}
p(t—kT) + p(=t)

—>—o0

N }"([) Z(Z) késziilék

x(t) = Y xx Qi (2) t=kT

5.1. dbra. Az ortogondlis PAM modulécids rendszer modellje

o {p(t—kT), ke Z} fiiggvények ortonormaltak;
o g(t) = p(t)* p(—t) kielégiti a g(0) = 1 és g(kT) = O feltételt minden k # 0 érték esetén;
o G(f)= F(g(t)), ag(r) Fourier transzformaltja kielégiti a Nyquist-kritériumot, azaz:
LEoU)
meZ

minden f értékre.

Bizonyitas
o A két kiilonboz6 k értékhez tartozé fiiggvény skaldris szorzata a

~+oo

(p(t —KT), p(t —K'T)) = / p(t —K'T)p(t — kT)dt

—o0

_/+°° p(t—kT +K'T)dt = g((k—K)T),

mivel

s = [ pwp-na

—oo

e Tudjuk, hogy a hasznos jel a vev6szlir6 kimenetén az

1) =Y xg(t—kT)
keZ

alakban irhat¢ fel.
Végezziik el ezutdn az x(¢) jel idedlis mintavételezését, ami az idGtartomanyban a

400
Y 8(t—nT)

n—=-—oo

fliggvénnyel val6 szorzédssal, a frekvenciatartomanyban pedig az

r(( £ se-m) =1 £ (1)

fliggvénnyel képzett konvoliciéval ekvivalens.
Az utébbi 6sszefiiggésnél kihasznéltuk, hogy a

~+oo
Z S(t —nT)
n——oo
periodikus fiiggvény, ezért Fourier-sorba fejthet6, és a fliggvény Fourier-sora a

Z &(t —nT) Z clefzn e Z eIt

Nn=——oo l——oc l——oc
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o= f

alakban irhat6 fel, mivel

1 1
e jZTCTIdt: _

Nl‘l IS

minden [/ érték esetén, igy

[=—o0

Ry i2mLy 1 & !
T(ZC[H“T):-Z <f—?>
[ —

Szamitsuk ki ezutdn az idedlisan mintavételezett jel két formajanak a Fourier-transzformaltjat

a. Tekintsiik eldszor az idedlis mintavett jel idStartoménybeli formdjanak a Fourier-transzformaltjat

oo foo [ oo +oo '
F (x(t) Z S(f—nT)> :/ ( Z xkg(t—kT)> ( Z 8(t—nT)> e g
n=—oo —0 \ je

n—=—oo
—+oo

400
— Z Z xkg((n—k) e —Jj2nfnT _ Z xie ]2nfkT

N=—00 fk=—oc0 k=—c0
ha
(-pry= " "F
g((n— = .
0, n#k

b. Majd vizsgéljuk meg a jel frekvenciatartomdnybeli valtozatdnak a Fourier-transzformaltjat

T(x(t))*f(%lf ejzn;t> <kz xkgt—kT> <1 Jio Sf—— )

+oo ) 1 oo
(o)1)
k=—oo I=—oo
emellett tudjuk, hogy
(G(f)e—jZTkaT) 8 (f— i) _/+oo

T G(G)e—jchkTS (f— G — %) do=G (f_ %) e*ﬂn(f—%)kr’
ezért
+oo . 1 +oo 1 +oo0  too
( Z ka(f)eJZTkaT> % < Z S(f__>> — Z Z G (f——> —jam(f— 4 )kT
k=—o0 [=—oo T\ ==
1 &= =

Ly ZmGQm»fmm (fo”“
T =i

Ewermr)(Ee())

Osszehasonlitva az a. és b. pontokban elvégzett szamitasokat, ortogondlis jelek esetén teljesiilni

o) (£0-)

[=—o0
egyenlGségnek, ami alapjan

1 &

)

ami a j6l ismert Nyquist-feltétel
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)
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N|_'

AR,

(1+a) —%(1-0@ (1

~ N9
’ﬂ|_‘"

:|H/‘
N|—=
~

:|~ ST

2. dbra. Az emelt koszinuszos jel spektruma

A Nyquist-feltétel teljesiilése esetén nyilvanvald, hogy amennyiben p(t) egy W sdvszélességii alap-
sévi ekvivalens jel, akkor az ortogondlis PAM moduldcids rendszer a kdvetkezd tulajdonsdgokkal jel-
lemezhetd:

e W =1/2T a PAM rendszer nominélis vagy Nyquist sdvszélessége, ahol T a szimbdlumidd;
e A jelek sdvszélessége W nem kevesebb, mint 1/27T;

e HaW =1/2T, akkor G(f) =T, —W < f < W és g(t) = sincr(1);

e Ha 1/2T <W < 1/T, akkor G(f) teljesiti a

1 1 1
_ - _ — < fF<—
G(2T+f)+G(2T f> T,O_f_2T
feltételt.

Ez ut6bbi feltétel teljesiilésekor, amit savszéli Nyquist-szimmetria feltételnek neveziink, a G(f) =
|P(f)|? lekerekitése szabadon tervezhet§ az f > W tartoményban oly médon, hogy a fiiggvény foly-
tonos legyen és folytonos derivélttal rendelkezzen. Ezt illusztrdlja az 5.2. dbra, ahol egy tgynevezett
emelt koszinuszos elemi jel G(f) Fourier-transzformaltjat tiintettiik fel sdvszéli Nyquist-szimmetridval.

Ennek alapjan megéllapithatjuk, hogy az ortogondlis PAM rendszer sdvszélessége tetszélegesen
megkozelitheti a W = 1 /2T értéket, vagy mondhatjuk dgy is, hogy az 1/2T savon kivill es teljesit-
mény tetsz6legesen kis értéket vehet fel, anélkiil, hogy megsértenénk azt a gyakorlati eléirdst, hogy a
p(t) elemi jel Fourier-transzformdltjdnak abszoliit érték négyzete folytonos legyen és folytonos deri-
vélttal rendelkezzen.

Osszefoglalva:
Ortogondlis PAM moduléci6 esetén:

e A szimbolumid6 7 = 1/2W, ahol W a sdvszélesség és 2W [szimbolum/s| a szimbolumsebesség;
e A jel atlagos energidja P/2W -ben korlatozott;
e A fehér Gauss-zaj minden mintdn Ny /2 szérasnégyzeti;

o A jel/zaj viszony

e Az adatsebesség p [bit/két dimenzié], R = pW [bit/s] és a spektrdlis hatékonysdg p [bit/s/Hz].

Az ortogonalis QAM modulaciés rendszerek leirasa

Az ortogondlis kvadratira amplitidé modulalt (QAM) rendszer blokkvazlata az 5.3. dbran l4thato,
ahol a szimb6lumid6 7', az x = {x; } és'y = {yx} bemeneti és kimeneti iizenetsorozat elemei komplex
véges energidji valdszindségi valtozok, amelyek a p(t — kT') elemi jeleket moduléljdk. Ortonormalt
esetben a p(r) fiiggvény T idGvel eltolt valtozatai ortonormaltak egymésra. A komplex fiiggvények
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exp(j2nf.t) zaj exp(—j2nfet)
v [v(?)
x = {x;} Hilbert mintavevs i}
! pl(t—KT) 2Re{ .} s PO T Kéaiiték
x(t) = Y xx@r(2) (1) =T

5.3. dbra. Az ortogondlis QAM modulécids rendszer komplex modellje

terében az x(r) és y(t) fiiggvények skaldris szorzata az

0)0@) = [ xtoy e

—oo

o

integrallal adhaté meg, p(—t) a vevd illesztett szilirGjének sulyfiiggvénye, f. > 1/2T a vivGfrekvencia.
A 2Re{.} feliratd blokk a bemeneti f(¢) jel redlis részének a kétszeresét, az f(r) + f*(¢) jelet dllitja

eld, a komplex Hilbert-sziird atviteli fiiggvénye pedig 1, ha f > 0és 0, ha f < 0.
A rendszerben feltételezziik, hogy P(f) =0 ha f > f.. Ebben az esetben egyszertien beldthato,

hogy
e Ha bevezetjilkk a g(r) = p(t) * p(—t) eredd sdlyfiiggvényt és az kielégiti a Nyquist-feltételt, akkor
az ortogondlis QAM rendszer sdvszélessége alulrdl korldtozott a rendszer W = 1/T Nyquist-
sdvszélességével;
e Ha a vev{sziirg h(r) silyfiiggvénye nem egyezik meg p(—t)-vel, azaz a vev4sziir6 nem illesztett
sziir6, akkor a kimeneti y; sorozat a kovetkez6képpen szdmolhat6:

+oo oo +oo +o0
Vi _/ Y xp(t—kT)A(IT —7)dr= Y xk/_m p(t—kT)h(IT —7)dt

X k=—o0 k=—o0

+oo ~+oo +oo
=Y x p(OA(IT —kT —t)dv =Y Xz,

k=—0c0 e k=—c0
ahol
~+oo
7 k—/ h(IT — kT —1)dr,

ami azt jelenti, hogy a rendszerben linedris szimbélumkozi athallds keletkezik. Feltételeztiik
ugyanis, hogy a g(t) = p(t) = p(—t) eredd silyfiiggvény kielégiti a Nyquist-feltételt, de ez dl-
taldban a p(t) x h(r) fiiggvény esetében nem teljesiil, azaz esetiinkben z;_; # 0 ha [ # k;
e A fehér Gauss-zaj minden mintdn Ny /2 szérasnégyzetd;
o A jel/zaj viszony
P

_2W _ .
M = NgW

o lllesztett sz(ird esetén kimeneten megjelend y; sorozat felirhaté az y = x + v formdban, ahol v
minden eleme fiiggetlen komplex Gauss-eloszldsi valdszintiségi valtozd, és a rendszer jel-zaj
viszonya most is P/W Ny;

e Egyszerien beldthatd, hogy a mintavételi id6pont pontatlan meghatdrozasa azaz a mintavétel ide-
jének a t = IT + J idGpontra torténd eltoldsa szintén linedris szimbolumkozi dthalldst okoz. Ez
azért kovetkezik be, mert még illesztett sziirg esetén is (ha h(t) = p(—t)) igaz, hogy a

~+oo
ZY4+6— k_/ —IT — 8+kT+T)d
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sorozat nullatdl kiilonbozik akkor, ha [ # k, ami azt eredményezi, hogy a k-dik kimeneti y; minta
nem csak a k-dik bemeneti x; mintatol fiigg;

e Az adé és vevd oldali vivifrekvencids jelek (exp(j2mf.t) és exp(— j2mf.t)) kozotti fazistolds az
y(k) mintat elforgatja a komplex sikon.

5.8. A kédolatlan rendszerek teljesitoképessége a Shannon-kapacitashoz
viszonyitva

A Shannon féle C csatornakapacitas fehér Gauss-zajos csatorna esetén a
C [bit/két dimenzi6] = W log, (1 + SNR)

kifejezéssel hatdrozhaté meg, ahol W a rendszer sdvszélessége, SNR pedig a jel-zaj viszony. A csator-
nakapacitds megadja az R atviteli sebesség felsd korlatjat, ami felett hibamentesen nem lehet az adott
csatornaban kommunikalni, azaz

R [bit/két dimenzid] < C [bit/két dimenzié] = W log,(1 + SNR).

A csatornakapacitds egyuttal felss korldtot ad a p[bit/két dimenzid] = p[bit/s/Hz| spektrélis hatékony-
sdgra is, miszerint

C
p< W log, (14 SNR).

Ugyanakkor a csatornakapacitds elmélete nem ad olyan konstruktiv kédoldsi eljardst, amivel ezt a
korlatot a gyakorlatban meg lehet kozeliteni. Ilyen kddolasi médszerek kidolgozasa a kddolaselmélet
alapvetd problémdja az elmult fél évszdzadban.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy a kiilonb6z6 gyakorlati rendszerek milyen médon képesek
a Shannon-kapacitast megkozeliteni. A vizsgélat sordn élesen megkiilonboztetjiik a teljesitménykor-
latozott és a savkorlatozott rendszereket, mivel az elébbiekben a nomindlis spektralis hatékonysag
kicsi, az utébbiakban viszont nagy. Teljesitménykorldtozott esetben a rendszerek teljesit6képességét a
kédolatlan 2-PAM, mig savkorlatozott esetben az M-PAM (vagy az ekvivalens M x M-QAM ) teljesi-
téképességéhez viszonyitjuk. A vizsgélatokat ebben a fejezetben kddolatlan esetekre végezziik el, és
ezzel készitjiik el a kodolt rendszerek altal biztositott "kdédolasi nyereség" meghatarozasat.

A diszkrét idejii fehér Gauss-zajos csatorna modellje

” 2

Az el6z06 fejezetben lattuk, hogy egy ortonormalt bazis segitségével a folytonos idejd, fehér Gauss-
zajos csatorndban miikods ortogondlis PAM és QAM rendszerek univerzélisan leirhaték valds vagy
komplex diszkrét idejli vektorokkal, azaz a vevd bemenetére jutd jel leirhaté az r = x + v egyenlet
segitségével, ahol x a véletlen bemeneti pontsorozat (az iizenetek) vektora, v pedig a fiiggetlen, nulla
véarhat6 értékd, azonos eloszlasi Gauss-zajsorozat vektora, melynek minden valds dimenzi6 irdnydba
No/2 szérasnégyzetii a vetiilete. A kordbbiakban azt is lattuk, hogy nincsen lényeges kiilonbség az em-
litett rendszerek valds és komplex diszkrét ideji modelljei kozott, ezért mostantdl kezdve csak a valds
modellel fogunk foglalkozni. Visszaidézve a kapcsolatot a diszkrét idejti és a folytonos idejii model-
lek kozott, ha a szimbSlumsebesség 1/T [valédi szimb6lum/s]-ban mérve, a spektrélis hatékonysag p
[bit/két dimenzid] és E, az atlagos szimboélumenergia két dimenzidénként, akkor a kovetkezé megélla-
pitdsok érvényesek:

e A rendszer névleges savszélessége W = 1 /2T [Hz];
e A rendszer bitsebessége R = pW [bit/s], ahol a névleges spektrélis hatékonysdg p [bit/s/Hz];

o Az atlagos jelteljesitmény (a mdsodpercenkénti atlagos energia) P = E;W;
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e A rendszer jel-zaj viszonya SNR = E;/Ny = P/NoW;
e A csatorna kapacitdsa [bit/s]-ban C = Wlog, (1 + SNR).

A normalizalt jel-zaj viszony és az E;, /N,

Ebben a fejezetben bevezetiink két normalizélt jel-zaj viszony mértéket, ami a p < log,(1+ SNR)
korlathoz kapcsolédik, és amit ezutdn Shannon-korlatnak fogunk nevezni.

A Shannon-korlat ekvivalens megfogalmazdsa szerint tetszdleges p [bit/két dimenzid] adatsebes-
ségili kodolasi rendszerben tetsz6legesen kis hibaardnyhoz az SNR jel-zaj viszonynak teljesiteni kell
az

SNR > 2P —1

egyenlGtlenséget. Ebbd] a normalizalt jel-zaj viszony természetesen az

SNR

SNRnarm - ﬁ

értékkel hatarozhaté meg, ahol az SNR,,,,,, az aktudlis SNR-nek a p-hoz sziikkséges minimalis SNR-hez
viszonyitott értéke. A Shannon-korldthoz ezek alapjan az SNR,;,, = 1 [0 dB] tartozik. S6t az SNR,om
aktudlis értéke [dB]-ben megmutatja azt is, hogy a rendszer a Shannon-korlathoz viszonyitva milyen
"munkapontban" mikodik.

A masik gyakran alkalmazott normalizalt jel-zaj viszony érték az Ej, /Ny, ahol E}, az egy bithez tar-
tozo jelenergia, és Ny a fehér Gauss-zaj egyoldalas teljesitménysiirlisége (a zaj eredd szérdsnégyzete
két dimenziénként). Erdemes megjegyezni, hogy Ej, = Ej /P, ahol E; az dtlagos jelenergia két dimen-
ziénként, azaz E, /Ny = E;/pNyg = SNR/p. Az E;,/Ny értéket az "egy informdcids bitre jutd jel-zaj
viszonynak" is nevezziik. Az Ej, /N, értékét dltaldban [dB]-ben adjuk meg.

A fentiek alapjan az SNR > 2P — 1 Shannon-korlét az Ej, /Ny-ra vonatkoztatva az

2P —1

Eb/N()>

alakban adhaté meg.

Jegyezziik meg, hogy az Ej, /Ny alsé korldtja a p monoton fiiggvénye. Példaul p = 2-nél Ej, /Ny >
3/2 (1.76dB), p = 1-nél E; /Ny > 1 (0dB) és p — 0 esetén E;, /Ny > In2 (—1.59dB), amit az Ej /N
abszolit Shannon-korlatjdnak neveziink, ugyanis ha p — 0, akkor

Ey/No > lim 2— L — jim 1HPIN2) 1
p—0 P p—0 p

=1In(2).

Teljesitménykorlatozott és savkorlatozott rendszerek

Az idedlis fehér Gauss-zajos csatorndkat kétféle osztalyba lehet sorolni, attdl fiiggéen, hogy nagy
vagy kis spektrilis hatékonysdggal képesek miikddni. Ennek alapjin teljesitménykorldtozott és sdv-
korlatozott rendszerekrdl beszélhetiink. A két osztdly kozott nincsen éles hatér, de mi a tovabbiakban
a p = 2 [bit/két dimenzid] vagy [bit/s/Hz] értéket tekintjiik a hatdrnak, annak alapjan, hogy éppen ezt
a hatart lehet elérni egy bindris atviteli rendszerben.

Megjegyezziik, hogy a Shannon-korl4t pontos meghatdrozdsa a két osztély esetén jelentSsen eltér
egymastol.

Teljesitménykorlatozott esetben, ha SNR elegendGen kicsi, akkor érvényesek a

p <log,(1+SNR) ~ SNRlog,e,
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SNR E,
= —log,e

SNR ~N—— =
norm P In2 No

Osszefiiggések.

Mindez annyit jelent, hogy teljesitménykorldtozott esetben a csatorna kapacitdsa, illetve az elérhetd
spektralis hatékonysdg egyenesen ardnyos az SNR jel-zaj viszonnyal, és ha p — 0, akkor az SNR
egy log,e skdlafaktor faktor erejéig megegyezik az Ej, /Ny-lal. Emellett, ha p — 0, akkor az SNR,pm >
1 Shannon-korldt megfelel az Ej, /Ny > In2 abszolit Shannon-korlatnak.

Savkorlatozott esetben (ha az SNR elegendGen nagy), a csatorna kapacitasa, illetve az elérhetd
spektralis hatékonysag a

p <log,(1+ SNR) ~ log, SNR,

egyenlet szerint az SNR logaritmusaval ardnyos, ami alapvet6en kiilonbozik a teljesitménykorlatozott
esetben érvényes linedris fiiggést6l. Emellett igaz, hogy

SNR _ SNR

SNRuorm = ﬁ ~ 2—[3

Mindezek alapjan nyilvanvald, hogy mig teljesitménykorlatozott esetben az SNR megkétszerezése
(3 dB-es novelése) a kapacitdst megkétszerezi, addig sdvkorldtozott esetben a kapacitds (az elérhetd
spektralis hatékonysag) ugyanilyen feltételek esetén csak 1 [bit/két dimenzid] vagy 1 [bit/s/Hz] érték-
kel né.

Nézziink meg ezutdn egy-egy tipikus példat a teljesitménykorlatozott és savkorlatozott rendsze-
rekre.

1. Példa

A szabvanyos telefon hangcsatorna tipikusan savkorlatozott rendszer, amit egy idedlis savkorla-
tozott fehér Gauss-zajos csatorndval lehet modellezni. A csatorna sdvszélessége W ~ 3.5 kHz, az
SNR =~ 37 dB. Ebbdl a Shannon korlét p < log, (1 + 10*7) = 37/3 bit/s/Hz, és R < 43,000 bit/s. Az
SNR 3 dB-es novelésével az elérhetd p spektrélis hatékonysag csak 1 bit/s/Hz-el, az R atviteli sebesség
pedig csak 3500 bit/s-mal né.

2. Példa

Ezzel szemben az {irtdvkozlési kommunikéacios csatorndkban nincsen savkorldatozas. Ezért ak-
kora sdvszélességet hasznilhatunk, amekkordra sziikségiink van, és a kommunikéciét elsGsorban a
rendelkezésre all6 teljesitmény korlatozza. Ebben az esetben az atviteli sebesség felsd hatarat az ab-
szolit Shannon-korldt hatdrozza meg, miszerint E,/Np > In2(—1.59dB). Mivel E,/Ny = P/RNy, a
Shannon-korldt az R < (P/Ny)/(In2) értékiire adédik. 3 dB-lel ndvelve a P/Ny értékét az elérhetd
atviteli sebesség R bit/s-ban kétszeresére nd.

Megéllapithatd, hogy a teljesitménykorlatozott és a savkorlatozott rendszerek alapvetSen kiilon-
boznek egymadstdl. Teljesitménykorldtozott rendszerekben bindris moduldciét és kédolast haszndlha-
tunk, mig savkorlatozott rendszerekben a modulécié és kdédolas tipikusan nem bindris, hanem tobb-
szintd. A teljesitménykorlatozott rendszerekben célszeri minden mennyiséget "egy informdcios bitre"
normalizélni, és az Ej, /Ny a jel-zaj viszony megfelelden normalizalt mértéke. Ezzel szemben savkor-
latozott rendszerek esetén sokkal célszerlibb minden mennyiséget "két dimenziéra" normalizalni, és
az SNR,,rm a jel-zaj viszony megfeleléen normalizalt mértéke.

Ennek alapjdn a tervezés elsd 1épéseként azt kell rogziteni, hogy rendszeriink melyik osztilyba
tartozik, és csak azutdn lehet megfeleléen tovabblépni.

5.9. Az M-PAM és az (M x M)-QAM teljesitoképessége

Ebben a fejezetben meghatarozzuk a legegyszeri(ibb rendszerek, a kédolatlan M-PAM és az (M x M)-
QAM teljesitoképességét. Ezt a késdbbiekben viszonyitdsi alapnak tekintjiik majd. Az alaprendszerek
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P
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10°
10_1 —*_z——-\
102 +
108 +
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104 4 javulas, ha kb. 8 dB javulas érhetd
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10 } f f f f f f f f f f f >
21 0o 1 |2 3 4 5 8 7 8910\Eb/N0
[dB]

A Shannon korlat A Shannon korlat
p=0, P=2,
1/In(2)=-1,59 [dB] 1,5= 1,76 [dB]

5.4. dbra. A kédolatlan bindris PAM P, hibaardnya az Ej, /N, fiiggvényében

teljesitéképessége €s a Shannon-korlat kozotti kiilonbség megadja a legbonyolultabb kddolassal elér-

hetd maximadlis nyereséget. Ez meghatdrozza azt a "jatékteret", ami a kédolds szdmdra rendelkezésre
all.

Kodolatlan PAM rendszer

El6szor foglalkozzunk a bindris 2-PAM rendszer tulajdonsdgaival. A 2-PAM konstellacios dia-
gramja 4 = {—a,+a}, ahol o > 0 a skélafaktor, amit Ggy valasztunk meg, hogy az egy bitre juté
atlagos energia értéke E, = o legyen. Ebben a konstelldciéban a bitsebesség (a nominalis spektralis
hatékonysag) p = 2 bit/két dimenzi6, és az 4tlagos bitenergia Ej, = o, A szokdsos optimdlis illesztett
sz(ir6s vevod esetén, ha teljesiil a szimbdlumkozi dthallds mentesség feltétele, a detektor a vev8sziird
kimenetén 1évG {y;} sorozat alapjin az egyes szimbSlumokra fiiggetleniil dont, és dontés eredménye
az {yx} sorozat elemeinek elGjele, azaz x; = sgn(yx). A bithibaardny nyilvdnvaléan fiiggetlen attdl,
hogy az adé éppen melyik jelet kiildte, és azonos annak az eseménynek a valészintiségével, hogy az
62 = Ny/2 szérasnégyzetii Gauss-zaj meghaladja az o értéket, azaz P, = Q(/c), ahol Q(.) a Gauss-
eloszldshoz tartozé hibaintegral fiiggvény:

0= [ e (- )a
X) = exp| —=— :
. Voo T\ 267)
Behelyettesitve az Ej, = o bitenergia és a 62 = Ny /2 szérasnégyzet értéket, a hibaaranyra a

P, = 2 Eb
b—Q< m)

értéket kapjuk. Az 5.4. dbran megadtuk a kédolatlan 2-PAM rendszer bithiba aranyat az E;, /N, fligg-
vényében, és bejeloltiik a Shannon-korlatot is.

A teljesitménykorlatozott eset és a Shannon-Kkorlat

Teljesitménykorlatozott esetben a kddolatlan bindris pulzus amplitidé moduléciés rendszer (2-
PAM) teljesit6képességét tekintjiik viszonyitasi alapnak, és 2-PAM esetén tudjuk, hogy p =2 [bit/s/Hz].
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Osszehasonlitva a kédolatlan rendszer teljesitSképességét a Shannon-korlattal, meg tudjuk hatdrozni
azt a maximalisan elérhet6 nyereséget, amit tetszélegesen bonyolult kédoldssal meg tudunk kozeliteni.
Teljesitménykorldtozott esetben a normalizalt jel-zaj viszony legyen az Ej /Ny, de ugyanilyen médon
hasznalhatjuk az SNR,,, értéket is. Mivel p = 2, E;,/Ng = SNR/p és SNRorm = SNR/(2P — 1), igy
2E}, /Ny = 3SNR,orm, tehat a viszonyitasi alapot jelents fiiggvény két ekvivalens formaban is felirhat:
Py = O(\/2Ey/No) = O(v/3SNRorm)-

Az 5.4. dbra éltalanos tervezési lehetdséget biztosit szdmunkra, mivel, ha példaul el akarjuk érni a
P, =2 107 értéket kédolatlan 2-PAM rendszerrel, akkor tudjuk, hogy E, /Ny =~ 9.6 dB jel-zaj viszonyra
van sziikségiink. Ugyanakkor az dbra segitségével a kddolatlan 2-PAM rendszer teljesitoképességét
Ossze tudjuk vetni a Shannon-korlattal is. A 2-PAM rendszer bitsebessége (spektréls hatékonysaga)
p = 2 [bit/két dimenzid|, amihez az E, /Ny > (2P —1)/p = 3/2 (1,76 dB) jel-zaj viszonyra van sziik-
ség. Ezért, ha a célunk a P, ~ 107 bithibaarany, akkor a kédolatlan 2-PAM-hoz képest kb. 8 dB
kédolasi nyereséget kell elérni valamilyen hatékony kéd alkalmazéasdval, amelyik szintén biztositja a
p = 2 bit/két dimenzi adatsebességet.

S6t, ha nincsen megkotés az alkalmazott sdvszélességre, azaz nincs el6irds a spektralis hatékony-
sdgra, akkor p — 0 is megengedett, vagyis elérhetd az abszoliit Shannon-korlét az Ej, /Ny > In2 (-1.59
dB) jel-zaj viszonyndl. Ha célunk ismét a P, ~ 10~ bithibaardny biztositdsa, akkor Shannon szerint
a kédolatlan 2-PAM-hoz képest kb. 11 dB kédoldsi nyereséget lehet elérni valamilyen hatékony kéd
alkalmazasaval, ugy, hogy megengedjiik a zérus érté€kd spektralis hatékonysagot is.

Koédolatlan M-PAM és M x M-QAM

Ebben a fejezetben az dltalanosabb 4 = {o(+1, £3...,£(M — 1))} M-PAM konstelldciét vizs-
géljuk, ahol o > 0 ismét a skdlafaktor, amit dgy vélasztunk meg, hogy teljesitsiik az egy bitre jutd
atlagos energia értékére vonatkozo korlatot. A bitsebesség (nomindlis spektrdlis hatékonysag) p =
2log, M [bit/két dimenzid|. Az egy M-PAM szimbdlumra juté dtlagos energia pedig

2012
o (M- —1
iy~ COLD)

Ezt az éllitast egyszertien be lehet latni, ha kiszdmitjuk az 1-t6l (M — 1)-ig terjeds pdratlan szdmok
négyzetének az atlagértékét, ami a

M?—1
3

2
M

(2n—1)* =

(g BE

n=1

kifejezéssel adhaté meg, ahol M paros.

Ennek alapjén a két dimenzi6ra juté energia dtlagos értéke E; = 2E(A4) = 202 (M — 1) /3.

A rendszerben az optimélis detektor minden vett y; szimboélum alapjan fiiggetleniil hoz dontést
az x; bemeneti iizenetre, ha a rendszer eredd atviteli fiiggvénye teljesiti a Nyquist-feltételt. Ebben az
esetben, ha a bemeneti jel oz (ahol z; paratlan egész szam), akkor dontési tartomdny az o [zx — 1,z +
1] intervallum (egészen a hatédrokig), kivéve a széls6 a (M — 1) értékeket, ahol a dontési tartomény
o [M —2,00). A hibaardny minden M — 2-nél kisebb abszolit értékd bemeneti jel esetén a kétszerese
annak a valészintiségnek, hogy egy nulla virhat6 értékd, 62 = Ny /2 szérdsnégyzetli Gauss-eloszldst
val6szintiségi valtozé meghaladja az o értéket, azaz 2Q(0/c), mig a (M — 2)-nél nagyobb abszoluit
értékd bemeneti jelek esetén éppen Q(o/c). Ennek alapjan az M-PAM rendszer atlagos szimb6lum

hibaardnya a
o= 0(2) () - 247 o )

M = 2 esetén természetesen visszakapjuk a 2-PAM modulécidra jellemzd Q(o./G) értéket, viszont
M > 4 esetén a 2(M — 1) /M faktor M novelésekor gyorsan kozeliti a 2 értéket, igy Pr(e) ~ 2Q(a./G).
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Mivel az (M x M)-QAM jeltere 4 = 4% a rendszer ekvivalens két fiiggetlen M-PAM A4tvitellel,
ezért a fenti a szamitdst konnyen Kiterjeszthetjik az (M x M)-QAM-re. A bitsebesség (a nominlis
spektrélis hatékonysdg) ismét p = 2log,M bit/két dimenzid, és az 4tlagos két dimenzidnkénti jelener-
gia (QAM szimbdlumonként) ismét E; = 20> (M? — 1) /3. A szimbSlumonként, és azon beliil dimen-
ziénként, torténd dontés esetén dimenziénként a hibaarany tovabbra is Pr(e).

A rendszer hibaardanya (M x M)-QAM szimb6lumonként (két dimenziénként) a

Py =1—(1—Pr(e))*> = 2Pr(e) — Pr(e)* ~ 2Pr(e)

kifejezésbdl szamithat6. Ezért az (M x M)-QAM rendszer hibaaranydra a P; ~ 2Pr(e) ~ 40Q(0./0)
értéket kapjuk.

A savkorlatozott referenciarendszer és a Shannon-korlat

P
s A
10°
— |
101 T
10?2 —+
10° +
10+ 4 kb. 8,4 dB javulas érhetd
el kédolassal
10
10 f f f f f f f f f - >
210 1 2 3 4 5 6 7 8! 9 10 SNR;m
[dB]
A Shannon-korlat
P=2,
1=0[dB]

5.5. dbra. A P, hibaarany kédolatlan (M x M)-QAM esetén az SNR,,,,, fiiggvényében

Sévkorlatozott esetben a kddolatlan (M x M)-QAM, M > 4 rendszer teljesitOképességét tekintjiik
a tovabbiakban viszonyitdsi alapnak, ezért minden mennyiséget két dimenziéra normalizdlunk, és az
SNR o értékkel mérjiik a jel-zaj viszonyt.

M > 4 esetben a két dimenzidra es6 hibaarany a

o
P~40()
alakban adhat6é meg.
Ide behelyettesitve az E; = 20> (M? — 1) /3 két dimenziénkénti 4tlagos jelenergidt, a zaj 6> = Ny /2
szordsnégyzetét, az
SNR _ Es/N
2°—1 M?2-1

SNRuorm =

normalizalt jel-zaj viszonyt, és (M? — 1)-gyel egyszeriisitve a hibaaranyra a

P, ~ 4Q(\/35NRuorm)

értéket kapjuk.
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Megjegyezziik, hogy ez a gorbe nem fiigg M-t6l, ami arra utal, hogy az SNR;,,, j01 valasztott refe-
rencia a savkorlatozott rendszerekben. A savkorlatozott rendszerek P; referenciagorbéjét az SNR,orm
fiiggvényében az 5.5. dbrdan adtuk meg kodolatlan (M x M)-QAM esetére.

Az 5.5. dbra egy masik univerzdlis tervezési eszkozt jelent szimunkra. Ha példdul kédolatlan
(M x M)-QAM rendszerrel el akarjuk érni a Py ~ 107> hibaaranyt, akkor tudjuk, hogy SNR .., ~
8.4 dB jel-zaj viszonyra van sziikségiink (megjegyezziik, hogy az SNR,,,, mar normalizdlva van a
spektrélis hatékonysédgra, szemben az Ej,/Ny-lal).

A Shannon-korlat az SNR,,,,,,-ra vonatkoztatva SNR,,,,,, > 1 (0dB), igy Shannon szerint hatékony
kédoldssal még koriilbeliil 8.4 dB kédolési nyereséget tudunk elérni.



80

5. A VEKTORTER KITERJESZTESE A SAVHATAROLT JELEKRE



6. fejezet

Kis jelterek teljesitoképessége

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk azt, hogy a kis és kdzepes méreti jelkonstellicidok esetén hogyan
becsiilhetd a rendszer teljesitoképessége diszkrét idejli fehér Gauss-zajos csatorndban. Maximum like-
lihood dontési algoritmus esetén (ha az tizenetek eloszldsa egyenletes a konstellaciés pontok felett) az
optimalis dontési szabdly a minimadlis tdvolsdg alapjin fogalmazhaté meg, mindig arra a szimbdélumra
dontiink, amelyiknek a vett jelt6l mért euklideszi tdvolsadga minimalis.

Célunk az, hogy a 2. fejezetben megismert unids korlat alkalmazasaval meghatarozzuk a kiilon-
bodz6 kis és kdzepes méretii jelkonstellaciok teljesitSképességét, és rendszerekhez tartozd kodoldsi
nyereség értékét teljesitménykorlatozott és savkorlatozott esetben, dsszehasonlitva ezek paramétereit
rendre a 2-PAM és az (M x M)-QAM rendszerekével.

6.1. Jelkonstellaciok fehér Gauss-zajos csatorna esetén

Altaldban elmondhatjuk, hogy diszkrét idejii fehér Gauss-zajos csatorna esetén egy kédoldsi rendszer
az y = x+ Vv egyenlettel irhaté le, ahol v a Gauss-zaj vetiileteinek fiiggetlen, nulla vérhaté értékd,
azonos eloszldsu sorozata. A rendszerben a bemeneti bitsorozatot egy valds x szimbdlumsorozatra
képezziik le, amit dtvisziink a csatorndn (ezt az eljardst kédoldsnak nevezziik). A vevdoldalon pedig
a vett y valés szimbdlumsorozat megfigyelésével elGéllitjuk a bemeneti x bitsorozat X becslését (ezt
az eljarast dekddoldsnak nevezziik). A dekddolds tehat nem mads, mint az y valés szimbdélum sorozat
leképzése a kimeneti X bitsorozatra.

A tovabbiakban el6szor a Shannon altal is hasznalt N hosszisagu blokk kédokkal fogunk foglal-
kozni, ahol az dtvinni kivant x sorozatot az (Xi,...,Xx,Xg+1,---Xp1)s Xk € RY blokk kéd N hosszusigu
kédszavai koziil keriil ki. Ezutén feltételezziik, hogy a blokk kéd kddszavainak a szdma M, és az egyes
kédszavakat ebbdl az M elem halmazbdl fiiggetleniil, egyenletes eloszldssal valasztjuk ki. Meg kell
jegyezni, hogy a blokk kéd nem az egyetlen kédoldsi lehetdség, vannak ett6l eltérd szerkezetli kédok
is, példaul a konvoliicids kédok vagy a trellis kédok.

A kédszavak M szdmét dltaldban 2 valamilyen hatvanyéra valasztjuk, és a kédszavakat egy log, M
hossztisdgi bemeneti bitsorozathoz rendeljiik. Ha feltételezziik, hogy a bemeneti bitsorozat minden
eleme fiiggetlen, azonos val6szintiségi bitek sorozata (memoriamentes szimmetrikus forrds, ahol min-
den bit 0,5 valdszintiséggel veszi fel a logikai 1" vagy a logikai 0" értéket), akkor az atvinni kivéant
x sorozat is egyenletes eloszldsd lesz a kédszavak (Xi,...,Xg,Xks1,--Xpr), Xx € RY halmaza felett. A
tovdbbiakban majdnem minden esetben azt fogjuk feltételezni, hogy a x egyenletes eloszlasu, azért,
mert ez a legrosszabb eset, ugyanakkor ez a feltétel a val6sagos rendszerekben is gyakran teljesiil, mi-
vel a forrdskddolds hatékonysdganak novelése érdekében célszeri megkozeliteni a fliggetlen azonos
eloszlast bitsorozat esetét (minimadlis redundanciju forraskod).

Digitalis kommunikécié esetén dltaldban csak magdaval a kdéddal foglalkozunk, és nem vizsgaljuk
azt, hogy az egyes kddszavakat hogyan rendeljiikk hozz4 az lizenetekhez. M4s szempontbdl, csak a
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kédszavak elrendezésének van jelentGsége.

Ha a blokk kéd hossza N és a kddszavak szama M relative kicsi, akkor fehér Gauss-zajos csa-
torndban a kédot jelhalmaznak, jel ABC-nek vagy konstelldcids elrendezésnek szoktuk nevezni. Ha
az N értéke 1 vagy 2 a PAM vagy QAM jelzési tartomanyaban mérve, akkor tipikusan "kédolatlan”
rendszerrdl beszEliink.

A 6.1. dbran néhdny egy- és kétdimenzids jelkonstellaciot tiintettiink fel.

3 ] ° ° o 3 ° ° 2\/5
# 1 ° o 1 1 ° ° . o 1 * * * * \/é
T -1 ° o _1 -1 . . . ° _1 :2,5 :0,5 . 15 . 3,5:\/5

-3 . ° ] e 3 o R _2\/5
@ (b) © (d) (e)

6.1. dbra. Kddolatlan jelkonstellacidk, (a) 2-PAM; (b) (2 x 2)-QAM; (c) 4-PAM; (d) (4 x 4)-QAM;
(e) hexagonalis 16-QAM

Egy N-dimenzi6s jelkonstellaciét (jelhalmazt, ABC-t) a tovabbiakban
A={a;, 1<j<M}

kifejezéssel fogjuk jelolni, melynek az a; € RY elemeit jelvektoroknak (jelpontoknak, N hossziisdgd
sorozatoknak) fogjuk nevezni. Az 4 = {a;, 1 < j <M} jelkonstelldcié alapparaméterei az aldbbiak:
a jelkonstelldci6 dimenziGja N; a jelvektorok szdma M; a jeltér dtlagos energidja E(4) = 4 ¥ illajl?
és a minimdlis euklideszi tdvolsig d;,(A4), ami a zajérzékenység elemi mértéke. A jelkonstelldcié
masodlagos paramétere a legkozelebbi szomszédok atlagos szdma Ky () (@ dmin () tavolsdgra 1évE
pontok étlagos szdma)

Ezekbdl a jellemz6kbol az alabbi adatok szarmaztathatok:

o A bitsebesség (a névleges spektrélis hatékonysag): p = (2/N)log,M [bit/két dimenzid];
o A két dimenzidra ess étlagos energia: E; = (2/N)E(A) vagy E, = E(A)/(log,M) = E;/p;

o A rendszer normalizilt energidjdnak a mérészdmai, amelyek fiiggetlenek a dimenzié nagysiga-
tol: dp, (A)/E(A). dpy,(A)/Es vagy dyi,(A)/Ep.

Példaul a 6.1. dbran megadott elrendezések esetén a bitsebesség a 2-PAM és (2 x 2)-QAM esetén
2 bit/két dimenzid, mig a tobbi esetben 4 bit/két dimenzid. A két dimenzidra esd atlagos energia a
2-PAM és (2 x 2)-QAM esetén E; =2, a 4-PAM és (4 x 4)-QAM esetén E; = 10, mig a hexagondlis
16-QAM esetén E; = 8.75. A minimdlis euklideszi tdvolsig négyzete minden esetben d2, =4, a
legkozelebbi szomszédok dtlagos szdma pedig rendre K, (4) = 1; 2; 1,5; 3 és 4,125.

A konstellaciok Descartes-szorzata

A konstellaciék Descartes-szorzatdnak kérdése azért vetddik fel, mert az (M x M)-QAM kon-
stellacié két M-PAM konstelldcié Descartes szorzata. Altaldnosan egy 4K Descartes-szorzat tipust
konstell4cié nem més, mint az elemi A4 konstellacid pontjai 6sszes lehetséges K sorozatdnak halmaza,
azaz

A% = {(X),, X050 X )y 1y J2sr jk € [1,2,.,M), X € A}
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Ha az A4 dimenzi6ja és mérete N és M, akkor az 4X dimenziéja N =KN, amérete M = MX.

Példa

(a) Ha 4' = 4K, akkor N' = KN, log,M = log,MX = Klog,M és Kiin(AX) = KK,in(4), azaz
ezek a paraméterek K-szorosdra nének, viszont az 4% normaliz4lt paraméterei azonosak az eredeti 4
jeltérével. Ez a tény az aldbbiakbdl lathaté be:

mivel

MK—] M

1 M M M
E@A) = ¥ Y o X (IxalP o [l il ) = K= Y el = KE();
ME =520 e ME =

£ E(a%) KE(4) _
> log,MK ~ Klog,M

b5

e ¢&s trivialisan
d2 (ﬂK) — d2

min min

(A).

Az dllitasok a 6.1. dbra alapjan az (M x M)-QAM esetére egyszeriien igazolhatok.

Emellett érdemes megjegyezni, hogy nincs kiilonbség az A és az 4X jelterek x véletlen bemeneti
sorozatai kozott, azaz nincs kiilonbség az M-PAM és az (M x M)-QAM véletlen bemeneti sorozatok
kozott. Mindez azért van {gy, mert a Descartes-szorzat tipustd konstellicidk esetében feltételeztiik

zon

a fiiggetlen atvitelt a Descartes-szorzat egyes "tényezd6i" esetében. Ennek alapjan a Descartes-szorzat
tipusd X konstelldcick ekvivalensek az eredeti 4 konstelldciéval (annak egyszerti "véltozatai"), mivel
azonos p, Ey, E, és d?,, paraméterekkel rendelkeznek.

A kés6bbiekben az 4 térbeli C kédot tgy definidljuk, hogy C C 4X részhalmaza az 4X Descartes-
szorzat tipusu konstelldciénak. Altaldban egy 4 halmaz feletti C kéd kisebb bitsebességii, mint maga
az 4 konstelldcié, de a d2;, értéke nagyobb, mint az 4 konstelldciéé, igy remélhetjiik, hogy az ilyen
kéd alkalmazédsaval "kédolasi nyereséget” érhetiink el. A kovetkez6kben kivétel nélkiil ilyen kédokkal
fogunk foglalkozni.

Minimalis tavolsagu dekédolas

A dekddolds most is a vett jel leképzését jelenti a kiildott informdcidsorozat becsiilt értékére (néha
a demodulécié ennél tobbet jelent, de induljunk ki ebbdl a leegyszertisitd elképzelésbdl). Ha blokk ké-
doléasi eljarast alkalmazunk, akkor a dekddolast is blokkonként kell elvégezni. Egyszertien belathato,
hogy fehér Gauss-zajos csatorndban ezzel semmit nem veszitiink az altaldnossdgbdl. Visszaidézve a
blokkbél blokkba dekddolds alapelvét, fehér Gauss-zajos csatorna és egyenletes bemeneti iizenetel-
oszlas esetén, az optimadlis dekdédolds a minimadlis tdvolsdgi (MD) dekddolés.

A blokkbdl blokkba dekddolds esetén a csatornamodell az

y=X+V
kifejezéssel adhaté meg, ahol y a vett jelek, x az iizenetszimbdlumok és v a Gauss-zaj N hosszisagu

sorozata. Az iizenetsorozatot egyenletes eloszlassal vélasztjuk ki az N darab N dimenziés a; elemekbdl

s

all6 A jelkonstellaciébdl. A zaj valdszintiségi stirtiségfiiggvénye

pyv(z) = L exp (——HZH2>
N Y
(2mo?) 2 207
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ahol 6% = Ny/2 a zaj sz6rdsnégyzete.

Digitalis atvitel esetén altaldban minimadlis hibaaranyd dekddolasra toreksziink, azaz egy adott y
sorozat ismeretében dgy kell megvélasztanunk az a € 4 jelpontot, hogy a Pr(e) dontési hiba minimalis
legyen.

Mivel annak a valészindisége, hogy a becslés helyes, azonos a p(aly) a posteriori valészintiség-
gel, a minimdlis hibaardnyd dekddolds azonos a maximum-a-posteriori (MAP) dontéssel, miszerint
vélasszuk meg a € A4 értékét gy, hogy a p(aly) legyen maximdlis az sszes p(a;ly), a; € A4 kozott.

A Bayes-szabdly kimondja, hogy

p(yla;)p(a;)

p(ajly) = oY)

Ha a; egyenletes eloszldsd, p(aj) = 1/M minden j-re, akkor a MAP dontés ekvivalens a maximum
likelihood (ML) dontéssel, miszerint vdlasszuk meg a € 4 értékét gy, hogy a p(y|a) legyen maximélis
az 0sszes p(yla;), a; € 4kozott.

Felhaszndlva a zaj valészintiségi strtiségfiiggvényét, azt kapjuk, hogy

1 lly — ay]?
p(ylaj) = py(y —a;) o) exp < o=

Ezért az ML dontés ekvivalens a minimalis tdvolsdgi (MD) dontéssel, azaz vélasszuk meg a € 4
értékét gy, hogy a ||y —a|? legyen minimdlis az dsszes ||y —a,||?, a; € 4 esetén.

Osszefoglalva: egyenletes eloszldsi bemenet és fiiggetlen azonos eloszldsi Gauss-zaj esetén a
minimdlis hibaardnyd dontési szabdly azonos a minimalis tdvolsdgi dontési szaballyal. Ezért ettdl
kezdve csak a minimadlis tdvolsdgi dontési szabdllyal fogunk foglalkozni, amit igen egyszeriien lehet
geometriailag is interpretilni.

Példa

Descartes-szorzat tipusti AKX konstelldcié esetén, a minimalis tdvolsagi dontési szabélyt az y =
(¥1,¥2,.--,¥k) elemeire fiiggetleniil végre lehet hajtani, mivel

K
ming, |y —a,[* = Y ming, [l —a;].
I=1

Ha Pr(e) a minimélis tdvolsdgt dontés hibaardnya az 4 konstelldci6 esetén, akkor az AX konstel-

l4cional a hibaarany a
Pr(e)’ =1— (1 —Pr(e))X

kifejezéssel hatdrozhat6 meg, mivel Pr(e) annak az eseménynek a valészintisége, hogy azy = (yi,y2, ..., ¥k )
vett sorozat egyik elemére a minimdlis tdvolsdgd dontési algoritmussal hibds dontést hoztunk, (1 —
Pr(e))X pedig annak az eseménynek a valésziniisége, hogy a K elem mindegyikére helyes volt a don-
tésiink, igy 1 — (1 —Pr(e))X valéban a 4% konstelldci6 hibaval6szintisége.

Ha Pr(e) < 1, akkor

K
1—(1-Pr(e)K = 1- Y (~1)F (’;) Pr(e)* ~ 1 — (1 — KPr(e)) = KPr(e).

k=0

Ha 4 = {4a} és 4’ = 4K, akkor ez a rendszer ekvivalens azzal, hogy egymadstdl fiiggetleniil K
szdmu 2-PAM szimbdlumot visziink &t a csatorndn. Geometriai értelemben az 4’ halmaz elemei egy
K dimenzids, 2a. €l kocka csicsaihoz rendelhetdk.

Felhasznélva a kordbbi eredményeket az A’ = 4K, K dimenziés kocka tipusd konstellicié ese-
tén a dimenzidk szdma N’ = K, a k6d mérete M’ = 2K a bitsebesség (a nomindlis spektrilis haté-
konysdg) p = 2 bit/két dimenzi6, az 4tlagos energia E(A') = Ko?, a minimdlis euklideszi tdvolsdg



6.2. A TELJESITOKEPESSEG VIZSGALATA A TELJESITMENYKORLATOZOTT TARTOMANYBAN 85

- () = 402, az 4tlagos bitenergia Ej, = 0%, és a legkozelebbi szomszédok dtlagos szdma
/ n _
Kmin(’q ) =K.
Ennek alapjn a Pr(e)’ hibaardny kozelitSleg K-szorosa az 4 hibaardnyanak:

Pr(e)’ zKQ< 2%) ,

négyzete d>

és a bit hibaardny a

Pr(e) E
P~ é) zQ< 2%)

kifejezéssel kozelithetd.

6.2. A teljesitoképesség vizsgalata a teljesitménykorlatozott tartomany-
ban

A teljesitménykorldtozott tartomdnyt kordbban gy definidltuk, hogy benne a p spektrélis hatékony-
sdg nem nagyobb, mint 2 bit/két dimenzi6é. Ebben a tartomanyban minden értéket célszerli egy bitre
normalizélni, igy a jel-zaj viszony normalizalt értéke Ej/Np. Itt a referenciajel a kddolatlan 2-PAM
moduldci6 az 4 = {4} konstelldciéval, vagy az ezzel ekvivalens AX konstelldcié. Ennél a konstell4-
ciondl a bitsebesség (a nomindlis spektrélis hatékonysag) p = 2 bit/két dimenzid, az 4tlagos bitenergia
E, = o2, a minimdlis euklideszi tivolsig négyzete d,im(ﬂ) = 402 és a minimdlis tdvolsdgban 16v6

szomszédok étlagos szdma K;(4) = 1. Emellett a kordbbiakbdl tudjuk, hogy az unids korldt szerint a

bithiba a
Ep
P, ~ 2—
» = Q ( No)
értékkel kozelithetd.

Ez a referencia diagram az 5.4. dbrdn lathat6. Az A jeltér effektiv kodoldsi nyeresége Y.r7(A) egy
adott P, hibaardny esetén azonos a vizsgélt jeltérben és a referencia jeltérben (a kddolatlan 2-PAM
rendszerben) az ehhez a hibaardnyhoz sziikséges Ej /Ny jel-zaj viszony dB-ben kifejezett kiilonbségé-
vel.

Péld4ul, kordbban lattuk, hogy a maximalis lehetséges effektiv kédolasi nyereség P(b) =~ 10~>-nél
kozelitleg 11.2 dB. Kisebb P(b) esetén a maximadlis effektiv kodoldsi nyereség nagyobb, nagyobb
P(b) esetén kisebb. E szerint a definicié szerint az effektiv kddoldsi nyereség magaban foglalja azt
a nyereséget is, ami a p < 2 [bit/két dimenzid] névleges spektralis hatékonysag alatti kommunikécié
miatt keletkezik, ami kozelit6leg 3.35 dB. Ha a p 4lland6 értékd, példaul p = 2 [bit/két dimenzid],
akkor a maximalis effektiv kédoldsi nyereség P(b) ~ 1073-nél kozelitSleg 8 dB. Ha a p (sdvszéles-
ség) értéke korldtozott, akkor a P(b) hibaardnyt célszeri az SNR,,, fiiggvényében dbrazolni, hogy
megmutassuk, hogy az A4 jeltér milyen tavol van az elérhet6 kapacitstol.

Az uni6s korldt lehetévé teszi, hogy becslést adjunk az effektiv kddoldsi nyereség értékére az
alabbi médon. Az egy bitre jutd hibavalészintiség (altaldban nem azonos a bit hibavaldszintséggel) a

P, = Pr(e) ~ Konin Q drznm("q)
log, [ 4] log, |4 2No

kifejezéssel hatdrozhat6é meg.
A teljesitménykorlatozott tartomanyban a névleges kddoldsi nyereséget a

Ye(A) = TAE,
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formdban hatdrozhatjuk meg. Ezt gy normalizdltuk, hogy 2-PAM, v.(A4) = 1 legyen. Mivel a nomi-
ndlis kédoldsi nyereség egy szorzéfaktor a Q(,/-) fliggvény argumentumdban, ezért dltaldban dB-ben
mérjiik. Az unids korlét szerint

(A)E
Pk [ (225 ).
ahol ( )
Kmin /q
K,(A4) =
)= Tog 1]

az egy atvitt bitre jutd legkozelebbi szomszédok atlagos szdma. Jegyezziik meg, hogy a Py-re vonat-
koz6 kifejezés 2-PAM esetében pontos.

Az uni6s korlat szerint adott Y.(4) és K;(A) esetén a hibaardny diagramot az aldbbi szabaly szerint
lehet megszerkeszteni: a referencia diagramot balra kell eltolni Y. rs(A) értékkel dB-ben, és felfelé kell
eltolni K(4) értékkel szintén dB-ben, mivel a P, értékét logaritmikus skélan dbrazoltuk. Ez a tény is
megerdsiti azt, hogy miért célszer( a hibaardnyt log-log skéldn dbrdzolni, ahol a jel-zaj viszony dB-ben
van megadva.

Ennek alapjan ha Kj,(A4) = 1, akkor az effektiv kédoldsi nyereség p.s(A) azonos a p.(A) nomi-
ndlis kédolasi nyereséggel minden P, értéknél, az uniés korlat pontossigaval.

Egyébként, ha K,(A4) > 1, akkor az effektiv kddoldsi nyereség kisebb, mint a nomindlis kédolasi
nyereség, egy olyan faktorral, ami a P, — Ej /Ny gorbe meredekségétdl fiigg egy adott P, értéknél. Ha
P, =~ 107, akkor egy meglehetSsen pontos 6kolszabély szerint, nem nagyon nagy Kj,(4) értékeknél
K;,(A4) duplazédasa esetén az effektiv kddoldsi nyereség kozelitSleg 0,2 dB értékkel csokken, azaz

Yerf(A) = Y(A) — (0,2)log,(Ky(A)) dB-ben.

Ennél pontosabb becslés az unids korlat alapjan adhato.

Ortogonalis és azzal rokon jelterek

Az ortogondlis, szimplex €s biortogondlis jelterek olyan példdk, amelyek jol haszndlhatdk a tel-
jesitménykorlatozott tartomanyban, amikor a savszélességre nincsen megkotés. Ezek kozott az or-
togondlis jeltér tirgyaldsa és analizise a legegyszer(ibb. A szimplex jeltér optimdlisnak tlinik, ha a
konstelldcié mérete M adott, és nincsen megkotés a dimenzidk szdmdra. A biortogondlis jeltér kis
mértékben savtakarékosabb a masik ketténél. Nagy M-ek esetén a harom jeltér 1ényegében ekvivalens
egymdssal.

A kovetkez6 példakkal e hdarom jeltér jellegzetes tulajdonsdgait elemezziik, és megmutatjuk, hogy
ezek az unids korlét szerint képesek az abszolit Shannon-korldtot 3 dB hibdval megkozetliteni. Az
ilyen jelterek hatranya az, hogy a jeltér méretének a novelésével a dimenzdok szdma nd, és ha M — oo,
akkor a p(A4) spektrdlis hatékonysdg minden hataron tdl csokken.

e 1. példa: Ortogondlis jelterek

Ortogondlis jelterek esetén a jeltér M darab ortogondlis, RV-beli vektor halmaza, ahol 4 =
{a;, 1 < j < M}, és minden vektorpdr esetén igaz, hogy (a;, a;) =0, hai# j, és (a;, a;) =
|a;||> = E(A4) minden i-re, azaz példdnkban legyenek a jelek azonos E(4) energidjdak.

A kordbbi ismeretek alapjan a rendszer paraméterei az aldbbi egyenletekkel adhaték meg, mivel
N=M:

2
dmin

() = lla; —a,]1* = {(a; — a;), (a: — a;)) = |ail* + || ||* = 2E(),
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2
p(a) = 27 08 M

Ey(A) = 2 E(A),
E(A) E(A)
B =0(2) = o,
Kmm(/q) - -1

Pr(e)(4) < (M —1)Q %?) :(M—I)Q< Eﬂ;{%ﬂﬁg

Eb Eb InM

E, nM E
<exp(InM)exp (——bn—) = exp <lnM <1 — b >) .

2Ny In2 2NpIn2

Ebbdl nyilvdnvald, hogy ha 2N b > 1, azaz EZ > 21n2 esetén M novelésével a hibaardny min-
den hatdron tul csokken. A Jelter tehdt az unids korlat alkalmazédsaval 3 dB-lel megkozeliti az
abszolit Shannon-korldtot. Megjegyzends, hogy az ortogondlis jeltérrel a valdsdgban (unids
korlat nélkiil) a Shannon-korlat el is érhetd, természetesen a nomindlis spektralis hatékonysag
ekkor is nulldhoz tart.
e 2. példa: Szimplex jelterek

Az A’ szimplex jeltér az 1. példdban szerepld 4 ortogondlis jeltérbdl szdrmaztathat6 az ortogo-
ndlis jeltér szimplexének elddllitasaval. Ehhez definidljuk az 4 jeltér m(4) atlagét, ami az

M
i=14;
m(4) = 7]M

egyenlettel hatdrozhaté6 meg, amirdl biztosan tudjuk, hogy nem lehet nulla, mivel ellenkez6
esetben fenndllna az
M
_ Z aj

=
JF#
osszefliggés, ami ellentmonddsban van az {a;} jelek ortogonalitdsaval.

A fentiek alapjan az A" = {a’;, 1 < j < M} szimplex jeltér j-dik elemét az a’; = a; — m(2) ki-
fejezéssel adhatjuk meg. A deﬁnl’ciébél nyilvanval6, hogy a jelek kozotti euklideszi tdvolsdgok
az eredeti ortogondlis jeltérben €s a szimplex jeltérben azonosak, mivel (a’; —a}) = (a; —a;).

A kordbbi ismeretek alapjan a szimplex jeltér paraméterei az aldbbi egyenletekkel adhaték meg:

din(A') = |2} = A = |la; — a]|* = 4}, (2) = 2E(A),

2
p(a)=p(a)= MlogzM

E ()= %E(ﬂl’),

ahol

1 & 12— 2 _
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mivel

laj —m(2)|* = ((a; —m(2)), (a; ~m(2))) = [la;|* ~ 2(a;,m(2)) + [m(A)|?,

laj|)* = E(4),
M oo,
(a;,m(2)) = (a;, ij_v} a]> _ E}(‘f)

és
(Efia), (Bia) _ ME@A) _E@A)

Im()]> = ”

o
S

Ezen kiviil tudjuk, hogy ha i # j, akkor

(a;,a)) = ((a;—m(A)),(a; —m(A))) =

(), E() _ E(1)
M M M

= (a;,a)) — (a;,m(2)) - (a;,m(2)) + [Im(2)|* = 0-2°

Az eredeti ortogonalis és a bel6le szdrmaztatott szimplex jelteret a 6.2. dbran mutatjuk be N =3
esetén.

X3 A
N=3
AT WAL
e s | A)
. . a;-m
7 7% 1 | =1 (
i (A .
e e
i ap | |
| — g
| a 7 X1
] . _i'///
X2 a,-m(A)

6.2. dbra. A haromdimenziés szimplex jeltér illusztracidja

e 3. példa: Biortogonalis jelterek

A biortogondlis jeltereket az 1. példdban szereplé A = {a;, 1 < j < M} ortogondlis jeltérbdl
szdrmaztathatjuk az 4" = 44 szabdly szerint, azaz a biortogonalis jeltér tartalmazza az eredeti
ortogondlis jeltér minden elemét és azok minusz egyszeresét is. A biortogondlis jeltér elemeinek
a szama M" = 2M és dtlagos szimb6lum energidja E(A") = E(4).

A kordbbi ismeretek alapjén a rendszer paraméterei az aldbbi egyenletekkel adhaték meg:

dZ

in (ﬂ”) - dl’%lil’l (ﬂ) - ZE(./‘Zl)’

m(2")=0, NN=N=M, M"=2M,

2 2 2
p(a") = NlogzM” = Mlogz 2M =

M(l +10g2M)’
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és ha M"” = 2M = 2*, akkor
2 2 _
p(A") = S log, 2F = STk =4k2 k
bit/két dimenzid.
Ezt felhaszndlva a biortogondlis jeltér névleges kddoldsi nyeresége a

‘ 4E,(a") 4@ 4E(2) 2’

mivel
n_ Es(A")  EA) _EA)
E(A7) = p(a") " log,2M  k

a legkdzelebbi szomszédok 4tlagos szdma

Kpin(A") =2M -2 =2+ 2.

Ezeket az eredményeket felhaszndlva vizsgaljunk meg néhdny szampéldat kiilonb6z6 biorto-
gondlis jelkészletek esetén (a szampélddknal a ” jeloléseket elhagyjuk, azaz a paraméterek a
vizsgélt biortogondlis jelkészletre vonatkoznak)

a.) Legyen k =4, N = 2k-1 = 8, tehit a jeltér mérete M = 2K = 16, ez azt jelenti, hogy szim-
bélumonként log, M = 4 bit informdcidt visziink 4t a csatornan. Tételezziik fel, hogy E(A)
adott.

A rendszer paraméterei a kovetkezdk:

2 2 N E(A) _EA)
P=x log, M = 1 log, 2F = 1 [bit/két dimenzi6], Ej = log, M =4
Kpin  2F—2 ) k
K = = =3 d,; =2F =—-=2|3,01dB
b(ﬂ) log, M k 5, mm(ﬂ) (ﬂ), Yc(ﬂ) ) [ ;0 ]’

Yerr(A) =3 —0,2(log, Kp(A)) = 2,6 [dB].

b.) Legyen k = 6, N = 2¥~1 =32, tehdt a jeltér mérete M = 2X = 64, ez azt jelenti, hogy
szimbolumonként log, M = 6 bit informdcidt visziink dt a csatornan. Tételezziik fel, hogy E(4)
adott.

A rendszer paraméterei a kovetkezdk:

2 12 E
P= 37 log 2k = 3, [bitkét dimenzié],  Ej = %,
2k—2 62
Ky(A) = = Y.(A) == =3[4,8dB],

c.) Legyen k = 8, N = 2k-1 = 128, tehit a jeltér mérete M = 2% = 256, ez azt jelenti, hogy
szimbélumonként log, M = 8 bit informdcidt visziink dt a csatornan. Tételezziik fel, hogy E(4)
ismét adott.

A rendszer paraméterei a kdvetkezdk:

2 2 E(A)
p:zk—_llogZZk:@ [bit/két dimenzid], E, = g
2k—2 254 k
k()= 22 =B =L —afeam)

’Yeff(./‘zl) ~6— O,2(10g2 Kb(ﬂ)) =5 [dB]
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10°
10-1 %

102+

0% +

10* +

10°

10®

\\\\ >
AN

Y o9 o1 N\ E,/N,
64-Biort. 16-Biort. [dB]

6.3. dbra. A P, bit hibaardny az Ej, /N, fiiggvényében a 2F = 16, 64 és 256 paraméter(i biortogondlis
jelkészletek esetén

A 6.3. dbrdan megadtuk a fentebb vizsgélt biortogonilis jelkészletek bithibaardnydnak unids korlatjat
a jel-zaj viszony fiiggvényében. Megillapithat, hogy az alkalmazott kozelités P, = 107> értéknél
meglehetdsen pontos.

6.3. A teljesitoképesség vizsgalata a savkorlatozott tartomanyban

A séavkorldtozott tartomdny kordbbi definicidja szerint, sdvkorlitozott rendszerrdl akkor beszéliink, ha
a névleges spektralis hatékonysag p > 2 [bit/két dimenzid], azaz ebben a tartomdnyban nem bindris
modul4cids rendszert alkalmazunk. Itt minden jellemzd mennyiséget két dimenzidra normdlunk, és az
SNR,,m értéket tekintjiik a jel-zaj viszony normalizélt értékének. A teljesit6képesség szempontjabdl a
kédolatlan M-PAM jelkészletet 4 = a{£1,+£3,...,(M — 1)}, vagy a vele ekvivalens (M x M)-QAM
(4?) konstelldciot tekintjiik 6sszehasonlitasi alapnak. Referenciarendszereinkben M tipikusan 2 hat-
vanya. Ezért az ilyen konstellaciok névleges spektrélis hatékonysdga p = 2log, M [bit/két dimenzid],
a minimdlis négyzetes tavolsidg pedig d,zm-n (A4%) = 40%. A koribbi fejezetekben megmutattuk, hogy a
két dimenzidra juté atlagos energia ilyen rendszerekben
200(M*—1)  d2,(A)(2P—1)

E, = = m )
4 3 6

A legkozelebbi szomszédok atlagos szama két dimenziénként K (4) kétszerese az M-PAM rend-
szerben mért értéknek, azaz K(A4) = 4(M — 1) /M, ami M novekedésével gyorsan a K;(A) ~ 4 érték-
hez tart. Az unids korlat szerint a két dimenziéra esé hibaarany a

Py(e) ~ 40 (/3N Ry

kifejezéssel kozelithets. A Ps(e) alapgorbéje az SNR ., fliggvényében az 5.5. dbran lathato.

A savkorldtozott rendszerekben az A jeltér v,y effektiv kodoldsi nyeresége definicidszerlien az
adott 4 és az M-PAM (vagy a kédolatlan M x M-QAM) jeltérben egy adott Ps(e) hibaardny eléréséhez
sziikséges SNR,,,, értékek dB-ben kifejezett értékeinek a kiillonbsége.

Péld4ul az 5.5. dbra szerint a Py(e) ~ 107 értékhez maximadlisan 8,4 dB effektiv kodoldsi nyereség
tartozik, ami kb. 3 dB értékkel kisebb, mint a teljesitménykorlatozott tartomanyban (annak kovetkez-
tében, hogy itt a rendszer sdvszélessége korlatozott).
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Az effektiv kédoldsi nyereséget az unids korldt alkalmazdsédval a kdvetkezOképpen hatdrozhatjuk
meg. Tudjuk, hogy a két dimenzidra es6 hibaardny a

Pie) = 2Pr(e) _ 2Kpnin(A) 0 dpin(A)
N N 2Ny
kifejezéssel hatdrozhat6é meg, és
E
SNRyorm = 2pNi 1’
amibdl ) )
dmm("q) _ dmin (,‘21)(29 B 1)SNRnorm

2N, 2E,

Ezért savkorldtozott tartomanyban a Y. (A4) nomindlis kédoldsi nyereség:

(20 = 1)dy;,(A)

Ye (,,‘Zl) = 6E, s

és ez a definici6 ugy van normdlva, hogy M-PAM vagy (M x M)-QAM esetén, y.(4) = 1. Egyébként
Y. (A)-t dltaldban dB-ben mérjiikk. Ezutdn az unids korlat alkalmazédsdval

P(e) = K(D)Q (V/3X(DSNRyorm )

ahol K(A4) = 2Kin(A) /N a két dimenzidra esé legkdzelebbi szomszédok étlagos szdma. Jegyezziik
meg, hogy M-PAM vagy (M x M)-QAM esetén ez a kifejezés a Py(e) =~ 4Q (v/3SNRorm) forméra
egyszertisodik.

Adott v.(A4) és K;(A) esetén a hibaardny az 5.5. dbra alapjan az alabbi mddon hatdrozhaté meg az
unids korlat alkalmazdsaval: az dbran megadott alapgorbét dB-ben 7. (A4) értékkel balra, és K;(A4)/4
értékkel felfelé kell eltolni. A kordbban megismert 6kolszabaly most is érvényes, miszerint egy kettes
faktor a K(A4) értékében kb. 0,2 dB vdltozast okoz az effektiv kédoldsi nyereségben Py(e) ~ 107>
értéknél, ha a K;(A4) nem tdlsdgosan nagy értékd.

6.4. Osszefoglalas

A fejezet eredményei az alabbiakban adhatok meg:

e A teljesitménykorldtozott tartomanyban a névleges kédoldsi nyereség Y.(A) = d2,,(A)/4E),

és az unids korldt pontossdgaval P,(e) ~ K»(A4)Q ( 2Y.(A)Ep /N()). Ezt a gorbét meg lehet

szerkeszteni ugy, hogy az 5.4. dbran megadott P,(e) ~ Q (N /2E}/ No) referenciadiagramot balra

toljuk el y.(2) értékkel és felfelé toljuk el Kj(A) értékkel dB-ben. P,(e) ~ 107> értéknél az
effektiv kédoldsi nyereség a Y (A) = ¥.(A4) — (0,2)(log, K5 () )kifejezéssel kozelithetd.

e A sivkorldtozott tartomdnyban a névleges kédolasi nyereség v.(A4) = (2° — 1)d?

min (’q)/6ES’ €s
az unids korldt pontossdgéaval Ps(e) ~ Ks(ﬂl)Q( 3%(,‘4)SNR,,0,,,,>. Ezt a gorbét meg lehet
szerkeszteni dgy, hogy az 5.5. dbrdan megadott Py(e) ~ 4Q (\/ 3SNR,Wm) referenciadiagramot
balra toljuk el y.(4) értékkel és felfelé toljuk el K(4)/4 értékkel dB-ben. P(e) ~ 107 értéknél
az effektiv kodoldsi nyereség a Yorr(A) =~ Y.(A) — (0,2)log,(K(A)/4) kifejezéssel kozelithetd.
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7. fejezet

Bevezetés a binaris kodok vilagaba

Ebben a fejezetben azokat a bindris jelkonstelldcidkat vizsgaljuk, melyekhez bindris blokk kédok tar-
toznak. Az ilyen konstellaciok esetén a bitsebesség (a névleges spektralis hatékonysdg) p < 2 [bit/két
dimenzid], ezért ezek tipikusan a teljesitménykorlatozott tartomdnyban miikodnek. A fejezetben a bi-
ndris linedris blokk kédokkal fogunk foglalkozni, amelyek meglehet6sen érdekes és sajatos algebrai
struktirdval rendelkeznek. Ugyanis ezek vektor teret képeznek az IF, bindris tér felett. Az ilyen kédok
egy jOl haszndlhat6 végtelen elemti csalddja a Reed-Muller k6dok halmaza. Targyalni fogjuk, hogy az
Ugynevezett kemény dontés (hard decision) alkalmazdsa mekkora hibat okoz, elemezziik a hibajavi-
tas hatdsat, megmutatjuk, hogy milyen hatdsa van torlés (erasure) alkalmazasanak, és foglalkozunk az
dltaldnositott minimum t4volsdgud dekddoldssal.

7.1. Binaris jelkonstellaciok

Ebben a fejezetben azokat a konstellaciokat vizsgaljuk, amelyeknél a binéris kédok euklideszi térbeli
vetiilete koordinitdnként a 2-PAM elrendezésnek felel meg. Az ilyen konstelldcidkat bindris jelkon-
stelldcioknak nevezziik. Egy n hossziisdgu bindris blokk kéd C C {0, 1}" az n hosszisdgu bindris soro-
zatok egy tetszGleges részhalmaza. A tovdbbiakban a {0, 1} bindris ABC-t azonosnak fogjuk tekinteni
a két elem IF, térrel, amire érvényesek a mod-2 aritmetikai szabdlyok. Ezen kiviil leszogezziik azt a
kovetelményt, hogy a C kdd legyen linedris, azaz C egy altere az 6sszes n hossziisagu bindris vektorok
[} terének.

Az aldbbiakban roviden 6sszefoglaljuk a fent emlitett algebrai tulajdonsdgokat. Egy x € ( bindris
k6dsz6 minden x; € {0, 1} elemét leképezziik az 4 = {+a} 2-PAM jeltér egy pontjdra az {s: {0,1} —
A4} fuggvény segitségével. Ennek két szokdsos kifejezése van:

és
s(x) = a(l—2x).

Az elsd azt fejezi ki, hogy izomorfizmus all fent az additiv Z, = {0, 1} bindris csoport és a mul-
tiplikativ {1} csoport kdzott, mivel s(x)s(x’) = (—1)*. A masodik pedig egy egyszeri transzfor-
méci6, amely a bindris {0,1} € F, tér és a valés {—1,1} € R tér kozott teremt kapcsolatot. Mindkét
reprezentdci6é ugyanahhoz az

leképzéshez vezet.

A 2-PAM leképzés szerint az (IF,)"-beli n hosszisdgi sorozatokat a valés {fo, to, ...t a} n
hosszuisagu sorozatokba képezziik le. Geometriai értelemben ez nem jelent mast, mint azt, hogy az
egyes kodszavakat az origd kozéppontd, 20 élhosszisdgi n-dimenzids kocka csicsaihoz rendeljiik.
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Ebbdl az kovetkezik, hogy az A" = s(C) konstelldcié nem mds, mint a C C (IF»)" kéd leképezése az
n-dimenzids kocka cstcsaira.

Egy n-dimenziés bindris 4 konstellacié mérete az | 4| < 2" értékkel feliilr6l korlatozott, és a hozza
tartozé p = 2/nlog, 2" bitsebesség felsd korlatja p < 2 [bit/két dimenzid]. Ezek szerint az ilyen bindris
konstellaciokat csak a teljesitménykorldtozott tartomdnyban lehet hasznélni.

Mivel az n-dimenziés kocka tipusi A" = s((F,)") = (s(F,))" konstelldcié a 2-PAM konstellacié
n-szeres Descartes szorzata, ezért a normalizalt paraméterei azonosak a 2-PAM rendszerével, és nem
rendelkezik kédoldsi nyereséggel. Ennek ellenére abban bizhatunk, hogy az A" egy A’ részhalma-
zénak a haszndlata esetén az euklideszi tdvolsdg novelésével mégis el tudunk érni egy adott kddoldsi
nyereséget.

Példa

___________ (0,0,0)

——————————— (0,1,1)

7.1. dbra. A C ={000,011,110,101} kdd euklideszi leképzése az R3 térbe

A 7.1. dbran megadtuk a C = {000,011,110,101} kéd euklideszi leképzését a valds szdmok ha-
romdimenzids térébe. A C kdéd négy hdrom hosszisdgi bindris kddszobdl dll. A kéd bitsebessége
p = 4/3 [bit/két dimenzid]. A kddszavakat az s(C) transzformdcidval a hdrom dimenziés 2a. él-
hossztsdgu kocka négy csticspontjdhoz rendeltiik. A kéd minimélis négyzetes euklideszi tdvolsdga
d2, (s(C)) = 80, az s(C) leképzés minden jelvektordnak 3 minimdlis tavolsdgra esd szomszédja van.
A jeltér dtlagos energidja E(s(C)) = 302, ezért az dtlagos bitenergia Ej, = (3/2)a, és a rendszer
nomindlis kédoldsi nyeresége a

dyin(5(C))

YL(S(C)) = il —

= ) (1.25) [dB],

W] &~

kifejezéssel adhaté meg.

Az eddigiekbdl nyilvanvald, hogy az a megkétés, hogy a C kéd minden elemét az n-dimenzids
kocka cstcsaihoz rendeltiik, biztosan erésen szuboptimdlis. Ugyanakkor a vizsgédlatokbdl kideriil,
hogy ez a komoly megkotés a rendszer teljesitéképességét jelentdsen nem befolydsolja. A véletlen ké-
doldsos kapacitasszamitdsok szerint az 4 = {+-a} tipusi ABC alkalmazédsakor a Shannon-korlat p = 1
[bit/két dimenzid] értéknél O dB helyett ilyenkor 0,2 dB, azaz a vesztesség 0,2 dB, de p csokkenésével
a vesztesség nulldhoz tart. Ez azt jelenti, hogy a bindris jelkonstelldcidk (a bindris blokk kédok) kis p
esetén elegendéen hatékonyak.

7.2. A binaris linearis blokk kédok, mint binaris vektorterek

Az altalunk vizsgélt bindris kédok mindegyike linedris kéd. Egy bindris linedris blokk kéd az n hosszi
bindris sorozatoknak egy olyan halmaza, amelyeknek minden dsszetevdje eleme az Fy = {0, 1} bindris
véges testnek, azaz a kod az [F, bindris véges test feletti vektorok halmaza.
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Amint azt a kdvetkezSkben 14tni fogjuk a C kéd csoportot kell képezzen a n hosszisdgu bindris
sorozatok Gsszeaddsdra nézve. Eppen ezért el6szor az Fy = {0, 1} bindris test és az T, test feletti
vektortér algebrai tulajdonsagait vizsgaljuk meg.

Altalaban egy I test olyan elemek halmaza, melyekre értelmezhetd az dsszeadds és szorzds miive-
lete, és amelyek érvényesek a szokdsos aritmetikai szabdlyok (kommutativitds, asszociativitds, diszt-
ributivitds). A testnek van O nulleleme (additiv neutralis eleme), melyre igaz, hogy a + 0 = a minden
a € F, és minden a testelemhez tartozik egy additiv inverz —a, gy, hogy (—a)+a = 0. A testnek van
1 egységeleme (multiplikativ neutrdlis eleme), melyre igaz, hogy 1*a = a minden a € [, és minden a
testelemhez tartozik egy multiplikativ inverz a~!, tigy, hogy (¢~ ') xa = 1.

Az F, bindris test (ezt sokszor Galois testnek is szoktuk nevezni, és GF(2)-nek jeloljiik) csak két
elemet (0-t és 1-et) tartalmaz, ami péld4ul a paros és paratlan egész szdmok moduld 2-es maradékat
jelentheti. Az 6sszeaddsra és szorzasra vonatkozo tablazat a mod 2 aritmetikara épiil, ahol 0 az additiv,
1 a multiplikativ egységelem:

0+0=0 0x0=0,
0+1=1 0x1=0,
1+0=1 1+x0=0,
1+1=0 1x1=1.

Val6jaban ezek a szabdlyok az 0 és 1 elemekre minden test esetén érvényesek. Jegyezziik meg, hogy
az 1 additiv inverze 1, igy minden a € F elem inverze maga az a (—a = a).

Altaldban egy I feletti 9’ vektortér olyan v vektorok halmaza, melyek kozott szerepel a 0 elem, és
amelyekre értelmezhet6 a vektorok Osszeaddsa és skalarral vald szorzdsa, és teljesiilnek mas vektor-
térre vonatkozé axiomak.

Az Ty test felett értelmezett ‘1 vektortér esetén a skaldrral val6 szorzds trividlisan értelmezhetd,
mivel 0% v = 0 és 1 v = v automatikusan eleme ¥-nek. Igy mindossze az additivitasi feltétel (csoport
tulajdonsdg) kell, hogy teljesiiljon: ha v, v/ € ¥V, akkor v+ v € V. Végezetiil megallapithatjuk, hogy
minden v € 7 elemnek van additiv inverze, mivel

V+v=1%v+1xv=(14+1)xv=0%xv=0,

ezért a bindris test felett az 0sszeadds €s a kivonds azonos miivelet.

Az F, test feletti vektorteret bindris vektortérnek nevezziik. Elemi példa erre az (IF,)" halmaz, ami
az 0sszes vV = (vq,...,v,) n hosszlsdgd bindris sorozatok halmaza, komponensenkénti mod-2 ssze-
adéssal és a skaldrral val6 szorzdssal. A tovdbbiakban minden esetben olyan bindris vektorterekrdl
fogunk beszélni, melyek C C (F,)" alterei az (F,)" vektortérnek, és amiket n hosszisdgi C bindris
blokk kédnak fogunk nevezni.

Ha G = (g, ..., 8) bindris vektorok halmaza a V' vektortérben, akkor C(G) ezen vektorok dsszes
linedris kombinécidja:

C(G)={Yajg, aj€F2, 1<j<k}
J

ami a Y/ altere, mivel C(G) nyilvanvaléan rendelkezik a csoport tulajdonsdggal. A G halmaz linedrisan
fiiggetlen, ha mind a 2 linedris kombindci6 kiilonbozik egymdstdl, azaz a C(G) mérete |C(G)| = 2.
Egy olyan linedrisan fiiggetlen vektorokbdl allé G halmazt, melyekre igaz, hogy C(G) =V a V
vektortér bazisanak nevezziik, és a bazis {g,...,g} elemei a generatorok. A G = (g, ..., &) halmazt
egy k x n méretli G matrixba is rendezhetjiik az IF; felett, amit a C(G) generatormatrixanak neveziink.

A 7V vektortér dimenzidja k, a generdtorok szdma, annak barmely bazisét tekintve. Bérmely 7
vektortér esetén a vektortér G bazisit és k dimenzi6jit az aldbbi mohé algoritmussal hatdrozhatjuk
meg:

o Kezdeti feltétel: legyen k = 0 és G = O (iires halmaz);
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e A ciklus kezdete: ha C(G) = ¥/, akkor a ciklusnak vége, és dim(%) = k; egyébként noveljiik
meg k értékét eggyel, és tekintsiik g;-nak az v € (7 — C(G)) halmaz egyik elemét;

e Térjlink vissza a ciklus elejére.

Ily médon a ¥ vektortér mérete mindig || = 2% és dim() = k, vagy masképpen dim(¥) =
log, | V).

Egy (n,k) bindris linedris C kéd az (IF,)" vektortér egy k dimenzids altere, melynek a mérete 2%,
Mis széval egy (n,k) bindris linedris kod az n hossziisagi binaris vektorok 2¥ elem halmaza, amely
tartalmazza a 0 elemet, és a konvenciondlis bindris 0sszeaddsra nézve csoportot alkot.

Példak (egyszerii binaris linearis kédok)

Az (n,n) bindris linedris kod az (F,)" vektortér Osszes n hossziisdgi bindris vektorat tartalmazza.
Ezt a kédot gyakran n hosszisagu univerzalis kédnak nevezziik.

Az (n,0) bindris linedris kéd a C = {O}, amely egyetlen csupa nulla elemet tartalmazé n hosszui-
ségu bindris vektorbdl 4ll. Ezt gyakran n hosszisdgu trividlis kddnak nevezziik.

Az (n,1) bindris linedris kddot, amely az n hosszisdgu csupa 0 és csupa 1 elemii bindris vektorok-
bol 4ll6 n hosszisdgi ismétléses kddnak nevezziik.

Az (n,n— 1) bindris linedris kéd az 6sszes n hosszdsdgu bindris vektorokbdl dll, melyekben paros
szamu 1-es taldlhat6. Az ilyen kédokat paros silyu, vagy paritds ellen6rzé (single-parity-check, SPC)
kédnak nevezziik.

A Hamming metrika
Az (IF,)" bindris vektortér geometridja a Hamming metrikdval jellemezhetd:
wp (X) = az egyesek szdma (x) —ben,

ahol wy (x) az x vektor Hamming sulya.
A Hamming metrika teljesiti a metrikdra érvényes dltaldnos axidmakat:

e Szigordan pozitiv: wy(x) > 0, és akkor és csak akkor 4ll fent az egyenlGség, ha x = 0;
e Szimmetrikus: wy(—x) = wg(X), mivel (—x) =x;
e Ervényes rd a hdromszog egyenlStlenség: wy (X +y) < wy(X) +wg(y).

Emiatt a
d(x,y) =wh(x—y) =wu(x+y)

Hamming tévolsdgot felhaszndlasaval az (IF,)" vektorteret metrikus térként lehet kezelni, ezt a teret
Hamming térnek is szoktuk nevezni.

A tovédbbiakban megmutatjuk, hogy a C bindris linedris blokk kédok csoport tulajdonsdga kovet-
keztében az egyes kddszavak kozotti Hamming tavolsagok barmely kédsz6tdl szamitva azonosak. Ez
azt jelenti, hogy barmely x € C kddsz6t kivélasztva a tobbi kddszo x-t6l mért tdvolsdgdnak eloszldsa
fiiggetlen x megvalasztasitol.

Legyen x € C egy adott C-beli k6dsz6, és vizsgéljuk meg az {(x+y) |y € C} = x+ C halmazt,
ha y felveszi az 6sszes lehetséges C-beli értéket. A C csoport-tulajdonsdga miatt x + y szintén k6dszo
C-ben. Sét tudjuk, hogy a (x+y) = (x+y') egyenlség akkor és csak akkor &ll fent, ha y =y,
mivel minden k6dsz6 kiilonbozik egymastdl. Viszont az x + C halmaz mérete |C|, amibdl kovetkezik,
hogy x+ C = C, azaz (x+Yy) felveszi C minden elemét, ha y felveszi C minden elemét. Mivel
dp(x,y) =wg(x+Y), a fentiekbdl az alabbi tétel kovetkezik:

Tavolsag invariancia tétel
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Egy x € C k6dsz6tol mért dy (x,y) Hamming tavolsdgok halmaza, ha 'y végigfut C minden elemén,
fiiggetlen x-t8l, és azonos a dy (0,y) halmazzal, azaz a 0 € C k6dsz6t6l mért Hamming tavolsagokkal,
vagyis az 0sszes y € C kédsz6 Hamming sulyaval.

Ha az (n,k) bindris linedris C blokk kéd minimalis Hamming tdvolsdga d, akkor a kédot (n,k,d)-
vel jeloljiik, azaz

d= X;nylélcdH(x,y).

A tétel alapjan kimondhatunk egy segédtételt is:

A minimalis Hamming tavolsag és a minimalis Hamming siily egyenloségének a segédtétele

A (C kéd minimdlis Hamming tdvolsdga azonos a C-beli nem nulla vektorok minim4lis Hamming
siilydval. Altalanosabban: Ny, azon y € C kédszavak szdma amelyek egy x € C k6dsz6tdl d tavolsdgra
vannak, fliggetlen az x megvalasztasatol.

Példak (Hamming tavolsagok)

Az (n,n) univerzdlis k6d minimum Hamming tdvolsdga d = 1, és az ilyen tdvolsdgban 1évé kdd-
szavak szdma egy tetszdleges kddsz6tél Ny = n.

Az (n,n— 1) SPC kéd minimdlis Hamming silya és tdvolsdga d = 2, és az ilyen tdvolsdgban 1évé
kédszavak szdma egy tetszdleges kodszotol Ny = n(n—1)/2.

Az (n,1) ismétléses kod esetében a minimdlis Hamming tavolsdg d = n, és az ilyen tdvolsdgban
1év6 kédszavak szama egy tetszdleges kddszotdl N, = 1.

Konvenci6 szerint az (n,0) trividlis C = O kdd esetében a d értékét végtelennek szoktuk tekinteni.

Skalaris szorzat és ortogonalitas

Az (IF,)" vektortérben a szimmetrikus bilinedris skaldris szorzatot az alabbi sszefiiggéssel defini-
aljuk:

n
xy)=xxy=xy’ =Y xiyi,
i=1

ahol az [F,-beli elemekbdl all6 n hosszisagu bindris sorozatoknak sorvektorok felelnek meg, és "T" a
transzponaltat jelenti. Két sorozat akkor ortogondlis, ha (x,y) = 0.

Viszont az igy definidlt IF, skaldris szorzat nem rendelkezik a kordbbi szigordan pozitiv tulajdon-
saggal, ugyanis a (x,x) = 0 Osszefiiggésbdl nem kovetkezik az, hogy x = 0, csak az, hogy x éppen
péaros szami 1-est tartalmaz. Amibdl az kovetkezik, hogy egy nem x = 0 vektor ortogondlis lehet
onmagdra. Mindebbdl latszik, hogy a (x,x) skaldris szorzat eltér az euklideszi térben megszokott nor-
manégyzett6l, és nem is lehet analég mdédon kezelni azzal. Ebbdl is jol latszik, hogy a Hamming
geometria alapvetden kiilonbozik az euklideszi geometriatol.

Részletezve: a Hamming térben a vetiiletek nem értelmezhetSek, ezért altalaban nem lehet megta-
lalni egy C bindris vektortér ortonormaélt G bdzisat.

Példa (Hamming tavolsagok)

Tekintsiik a (3,2) SPC kédot, amely négy darab haromhosszisagd sorozatbdl 4ll:

C ={000,011,101,110}. Ebbdl barmelyik két nem nulla kédsz6 bézisa a C kédnak, ugyanakkor
ezek a kédszavak biztosan nem ortogonélisak egymasra.

Az (n,k) C kéd C* ortogondlis kédja (dudlis kédja) azoknak az n hosszisagi bindris sorozatoknak
a halmaza, melyek minden eleme ortogondlis C minden elemére, azaz

Ct={yeF3| (y,x) =0, mindenx € C}.
Nézziik meg ezutin a C* néhdny elemi tulajdonsagat:

o Ctegy (n,n—k) linedris kéd, a kéd # bézisinak a mérete n — k,
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e Ha G a C kéd egy k elem(i bazisa, akkor egy n — k linedrisan fiiggetlen C-beli n hosszisagu
sorozatbdl 4116 #H halmaz akkor és csak akkor bdzisa a C+ dudlis kédnak, ha # minden eleme
ortogondlis G minden elemére,

e (CH)t=cC.

A C kéd G bazisa k linedrisan fiiggetlen C-beli n hosszisdgu bindris sorozatbdl 4ll, amit altaldban
egy k x n méretli k rangd G generdtor matrix formdjaban szoktunk dbrdzolni. A C kéd ilyenkor az
osszes C = {aG, a € (F,)} linedris kombindciobol all. A C* dudlis kéd # bazisa n — k linedrisan
fliggetlen C*-beli n hossziisagt bindris sorozatbdl 4ll, amihez egy (n— k) x n méretii n — k rangd
H generitor matrix tartozik, és C+ = {bH, b € (F,)"*}. A fentebb emlitett masodik tulajdonsig
alapjan kimondhatjuk, hogy C és C* akkor és csak akkor dudlis kéd par, ha a generdtor matrixok
teljesitik a GH” = 0 feltételt. A H generator matrix H” transzponaltjat a C kéd paritds ellenérzé
madtrixdnak nevezzilk, ami azzal a tulajdonsdggal rendelkezik, hogy egy x € (IF,)" vektor akkor és
csak akkor eleme a C kédnak, ha xH? = 0, mivel ilyenkor az adott x akkor és csak akkor eleme a C L
kéd dudlisdnak, C-nek, ha ortogondlis a C L k6d minden elemére.

Példa (Egyszerii kédok dualisai)

Az (n,n) univerzdlis és az (n,0) trividlis kod dudlis part képez. Az (n,1) ismétléses kod dudlis
parja az (n,n — 1) SPC kdéd. Megjegyezziik, hogy a (2,1) kéd {00, 11} egyszerre ismétléses és SPC
kéd, és onmaga dudlisa is. Az ilyen kédokat ondudlis kédoknak nevezziik (az ondudlis tulajdonsag az
euklideszi vagy a komplex térben nem értelmezhet6).

7.3. A linearis blokk kodok az euklideszi térben

Ebben a fejezetben a bindris linedris blokk kédok s(C) euklideszi konstelldcidjdnak az alapvet$ para-
métereit hatdrozzuk meg az eredeti C bindris blokk kéd paramétereinek a felhaszndldsdval, azaz egy
(n,k,d) kod esetében megadjuk N,-t, a d Hamming sulyd C-beli kdszavak szdmat.

Legyen s(C) dimenziéja N = n és a mérete M = 2*. Ez azt jelenti, hogy egy blokkhoz (egy kéd-
sz6hoz) éppen k bit tartozik. A kdod bitsebessége (névleges spektralis hatékonysdga) p = 2k/n [bit/két
dimenzié]. Mivel k < n, ezért p < 2 [bit/két dimenzid], igy a teljesitménykorlatozott tartomanyban
vagyunk.

Az s(C) vetiilet minden pontja megadhat6 az (£, £, ...., +a) formédban, azaz minden ponthoz
no? energia tartozik, tehat minden pont egy n dimenziés gomb felszinén fekszik, melynek a sugara
V/no. A kéd blokkonkénti dtlagos energidja E(s(C)) = na?, és az étlagos bitenergia E;, = no? /k.
Ha két k6dsz6 (x,y) € C Hamming tdvolsaga dy(x,y), akkor az s(x) és s(y) euklideszi vetiiletei
n—dg(X,y) helyen azonosak egymassal, dy(x,y) helyen pedig 2a a kiilonbség kozottiik. Ily médon,
az euklideszi tdvolsdg négyzete

Is(x) = s(y)|* = 4adp (x. y).
S6t az n-dimenzis euklideszi térben s(x) és s(y) a skaldris szorzata
(s(x),5(y)) = (n—dp (x,5))0 +dp (x,y)(—0) = (n —2dp (x,y))o.

Ezért s(x) és s(y) akkor és csak akkor ortogondlis, ha dy (x,y) = n/2. Emellett s(x) és s(y) akkor és
csak akkor antipodalis (s(x) = —s(y)), ha dy(x,y) = n.)
Ezért a C k6d minimélis négyzetes euklideszi tdvolsdga

d2i(s(C)) = 40%dy (C) = 40d,

ahol d = dy(C) a C k6d minimélis Hamming tdvolsdga.
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Ebbdl kovetkezben az s(C) névleges kddoldsi nyeresége

2 N
ve(5(C)) = dun3(C) _ kd

4Eb n
Megillapithatjuk tehdt, hogy a Y.(s(C)) értékét az (n,k,d) kéd paramétereibdl igen egyszerlien meg
lehet hatdrozni.
Emellett minden s(x) € s(C) vektornak ugyanannyi K, (s(x)) = Ny legkozelebbi szomszédja,
ahol N, a legkozelebbi szomszédok szdma C-ben. Mivel Ky, (s(C)) = Ny, igy Kp(s(C)) = Na/k.
Ennek alapjan az unids korlét szerint a bit hibaardny a

Po(e) ~ Ky(s(C))Q ( vc<s<c>>%> -0 (@)

kifejezéssel kozelithetd.

Osszefoglalva az s(C) bindris konstelldcié paramétereit és teljesitSképességét az (n,k,d) paramé-
terek és a C kdédhoz tartozé Ny érték segitségével igen egyszerlien meg lehet hatdrozni.

Példak (Kodok tulajdonsagai)

e Legyen C egy (n,k,d) linedris bindris blokk kdd, ahol d pératlan. Egészitsiik ki az 6sszes x € C
k6dszot egy px = Y x; paritds bittel, azaz minden 4j kédsz6 legyen X' = {x, px} alaki.

1.) Az igy keletkezett Gj C’ k6d nyilvdanvaléan n + 1 hosszisdgd kédszavakbol all, és linedris,
mivel tartalmazza a nulla vektort, és két X', y’ € C’ (ij kddszo 6sszege is kédszo, ugyanis X' +y' =
X, px} +{y,py} = {X+y,px +py}, és x+y € C az eredeti kéd eleme, valamint py + py ennek
a paritds bitje. Tehat a ' kodra érvényes a csoport tulajdonsag.

2.) Az j C' kéd d' minimalis Hamming tdvolsidga biztosan d + 1, ugyanis az eredeti kod
esetén a minimdlis Hamming tdvolsdgi kdédszavak kozill az egyik Hamming silya péaros, a
mdsiké paratlan, mivel a Hamming tdvosdguk pdratlan. Igy biztos hogy két minimalis tavol-
sagl kodszo paritds bitjei nem lehetnek egyformdk. Ebbdl az kovetkezik, hogy az dj kdédban
az ezekbdl szdrmaztatott Uj kddszavak tdvolsiga d + 1 lesz. Emellett tudjuk, hogy a pari-
tas bitek alkalmazdsaval az 1ij kédban a kédszavak tdvolsdga biztosan nem csokkenhet, mivel
du(X'y") = da({x, px},{y, Py}) > du(x,y). Ennek alapjin az Gj C'egy (n+ 1,k,d + 1) para-
méter( bindris linedris blokk kdd.

3.) Az 4j kéd v.(s(C')) névleges kddolési nyeresége biztosan nagyobb, mint az eredeti k6dé,

mivel:
B kd  k(d+1)

<
n n+1

Ye(s(C)) =Y.(s(C")), han>d és k> 1,

ami nyilvdnvalé.

e Legyen (C bindris linedris blokk kéd, ahol az x € C kdédszavak egy adott komponense vagy
minden kédszéban 0, vagy a kédszavak felénél 0, masik felénél pedig 1. Példa erre az alabbi
kad:

00000,
01000,
00010,
01010,
00001,
01001,
00011,
01011.
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Err6l a kédrdl beldthatd, hogy a kddszavak mindegyikébdl elhagyhatdk azok a komponensek,
amelyek minden kodszéban 0 értékiek anélkiil, hogy a kdd teljesitéképessége romlana.

1.) Az igy keletkezett ¢’ k6d paraméterei a kovetkezSk lesznek: k' = k, mivel a kédszavak
szdma véltozatlan, n’ < n, mivel a kédszavak hossza a minden k6dsz6bél elhagyott komponen-
sek szamaval csokken, d’ = d, mivel a kozos 0 komponensek elhagydsa a kodszavak Hamming
tdvolsdgat nem befolydsolja. Ennek alapjan az Gj kéd névleges kodolési nyeresége Y. (s(C'))
nem csokkenhet az eredeti kodéhoz viszonyitva.

2.) Az tj kéd blokkonkénti dtlagos energidja E(s(C')) = n’o? kisebb, mint az eredeti k6dé.

3.) Ha az eredeti kod kdédszavainak nincs kozos 0 komponense, akkor a kéd s(C) euklideszi
vetiiletének az dtlagos értéke m(s(C)) = 0, mivel az euklideszi vetiilet minden koordinatdjiban
azonos szamu +1 és —1 taldlhat6. Ez ut6bbi 4llitas a linearis blokk kédokat eldallitd

C(G)={Yajg ajeFs, 1<j<k}
J

altalanos kifejezésbol kozvetleniil kdvetkezik, mivel a kddszavak i-dik 6sszetevdje felirhatd az

xi={Y ajgj, aj€F, 1<j<k}
J

alakban, ahol g;; a j-dik generdtor i-dik eleme, és a; felveszi a (0,1) halmaz elemeit. Ebbdl
nyilvdnvald, hogy amennyiben legaldbb egy g;; # 0, akkor a kiilonb6z6 x € C kédszavak x;
komponensei azonos szdmban veszik fel a 0 és 1 értéket.

7.4. Reed-Muller kodok

A Reed-Muller (RM) kédok a bindris linedris blokk kédok egy specidlis végtelen elem{ halmazat képe-
zik. n < 32 hosszusagig ezek a kodok az eddig ismert legjobb kédok a d minimalis Hamming tdvolsag
szempontjabodl, ha d kettd hatvanya. Nagyobb kdédhosszisag esetén altaldban az RM kédok nem az
ismert legjobb kédok, de teljesit6képességiik kivald, ha a dekddoldsi komplexitdst és a dekddoldshoz
sziikséges elegendben egyszerd ML algoritmusokat is figyelembe vessziik.

Minden m > 0 és 0 < r < m egész szamokhoz tartozik egy RM kdd, amit RM(r, m)-mel jeloliink,
és aminek a hosszisdga n = 2", minimdlis Hamming tdvolsdga d =2""",0 <r <m.

r = m esetén, RM(m,m) definiciészertien a (2,2, 1) univerzélis kd. A tovabbi vizsgdlatokhoz
sziikséges az r = —1 értékhez tartoz6 RM kédokat definidlni, miszerint RM(—1,m) = (2™,0,00), azaz
a 2" hosszidsdgu trividlis kéd. Igy m = 0-hoz két egy hosszisigi RM kéd rendelhetd, az (1,1,1)
univerzdlis k6d RM(0,0) és az (1,0,00) trividlis kéd RM(—1,0).

A tobbi RM kéd m > 0 és 0 < r < m esetén ezekbdl az elemi kddokbdl szarmaztathat6 a kovetkezd,
eredetileg Plotkintdl szarmazé | u | u+ v | speciélis hossz-kétszerez$ algoritmus segitségével. Az
RM(r,m) k6d az RM(r — 1,m — 1) és az RM(r,m — 1) kédokbdl éllithaté els az

RM(r,m) ={(u,u+v) |ue RM(r,m—1),vERM(r—1,m—1)}

rekurziv formula segitségével.
A fenti konstrukci6 alapjén egyszerlien beldthatd, hogy az igy al6allitott kédok a kovetkez6 tulaj-
donsagokkal birnak:

e RM(r,m) bindris linedris kéd n = 2™ hosszisdggal és k(r,m) = k(rm — 1) +k(r—1,m —1)
dimenzidval,

e A kédcsaldd egymdsba dgyazodik, ugyanis RM(r — 1,m) CRM(r,m),



7.4. REED-MULLER KODOK 101

e Az RM(r,m) kéd minimélis Hamming tdvolsdga d =2""", har > 0 (ha r = —1, akkor d = o).

A fentiek alapjan egyszertien beldthatd, hogy ezek a tulajdonsdgok az RM(0,0) és az RM(—1,0)
esetén teljesiilnek. m > 1 esetén a linearitasra és a RM(r,m) kéd hosszusdgédra vonatkozé dllitdsok a
konstrukciébodl kozvetleniil szdrmaztathatok. A kéd dimenzidja (mérete) pedig abbdl a ténybdl kovet-
kezik, hogy (u,u+ v) akkor és csak akkor 0, hau=v=20.

Az aldbbiakban igazoljuk, hogy az RM(r,m) kédok méretére vonatkozé k(r,m) = k(r,m — 1) +

k(r—1,m—1) rekurzi6 a
e = ¥, (%)
o<j<r \J

m!
J{(m—j)!

zart formuldhoz vezet, ahol (’7) = a szokasos kombinatérikus koefficiens. Ez egyszertien

belathatd, mivel a rekurzid szerint

=2 (7)), L, ()= 2 (7)) -2, 0)

mivel a binomidlis egyiitthatokra ismert az

<’"]— 1) " (’7—_11) - ﬂ('(ﬂm—_llz!j)! = 1)!22:1)ij+ N

- <J-—1(>'7<n?1)i =) <%+m1—1> - <j—1()}?1<n_zl)i—j)! (j(mm—j)> - <7>

azonossag, és (mal) =1.

A kédcsalad egymasba dgyazddasi tulajdonsdga az m-dik szinten egyenesen kovetkezik az m — 1-
dik szinten érvényes 4llitdsbol.

Az aldbbiakban pedig belétjuk, hogy az RM(r,m) k6d minimalis nem zérus Hamming silya 2"~

(a) Hau = 0, akkor wg ((0,v)) =wg(v) >2"""hav#0, mivel v eRM(r—1,m—1).

(b) Hau+v=0,akkoru=v eRM(r—1,m—1) és wy((v,0)) > 2" "hav #0.

(c) Ha u # 0, akkor mind u, mind u+v is eleme az RM(r,m — 1) (mivel RM(r — 1,m — 1) rész-
halmaza az RM(r,m — 1) kédnak), ily médon

wr((wu4v)) =wy(u) +wy(u4v) >2x 21 =pmr,

Az azonossdg pedig nyilvdnvaléan fenndll (0,v), (v,0) vagy (u,u) esetén, ha v vagy u aktudlis
értékeként a sajat kédjuk minimalis Hamming sulyt vektorat valasztjuk.

A 7.2. dbrdn megadtuk a kiilonbozd Reed-Muller kédok egymadsra épiilését a | u | u+ v | konstruk-
ci6 szerint.

A téblazatban minden RM kod két masik kod kozott helyezkedik el a | u | u+ v | konstrukcids
szabalynak megfelelen. A tdblazatbdl azonnal leolvashat6 az aktudlis kéd hossza és k dimenzidja.

Példak (A Reed-Muller kédok néhany tulajdonsaga)

e Szamoljuk ki a 64 hosszisdgi RM kédok (k,d) és N, paramétereit. Ehhez hasznéljuk fel a
legkozelebbi szomszédok szdmadra vonatkozd ismert zart formuldt:

2]

Ng=2' ]

0<i<m—-r—1
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(32,32,1) (r=m, d=1)
Univerzalis kédok

(r=m-1, d=2)
SPC kddok

2.2,1) (r=m-2, d=4)
Hamming kédok (kit.)

(1,1,2)

(32,16,8) (k=n/2)
d Ondualis kodok

(1.0,%9)

32,6,16)

(r=1, d=n/2)
Biortogonalis kédok
32,1,32)

(r=0, d=n)
Ismétléses kddok
32,0,)

(r=-1, d=9)
Trividlis kddok

7.2. abra. A Reed-Miiller kodok tablazata

amely megadja az RM(r,m) Reed-Muller kéd d = 2"~" minimélis Hamming silyd kédszavainak
a szamdit. Ezek alapjén a 64 hosszisdgi RM kdédok paraméterei az aldbbiak:

m=6, r=6, n=64, d=1, k=64, N;=64
m=6, r=»35, n=64, d=2, k=063, N;=2016
m=6, r=4, n=64, d=4, k=57, N;=10416
m=6, r=3, n=64, d=8, k=42, N;=11160
m=6, r=2, n=64, d=16, k=22, N;=2604
m=6, r=1, n=64, d=32, k=7, N;=126
m=6, r=0, n=64, d=64, k=1, N;=1
m=6, r=—1, n=64, d=o, k=0, N;=0

e Az r =m—1 RM kddok SPC (single parity check, paritds ellendrz6) kédok d = 2 minimalis
Hamming tdvolsdggal. Ezeknek a kddoknak a névleges kddoldsi nyeresége Y, = 2k/n, ami 2-
hoz tart (3,01 dB), ha n — oo, mivel n = 2" és k = 2" — 1. Ugyanakkor Ny = 2"(2" —1)/2,
és Kp =Ny/k = 21 ami co-hez tart, ha n minden hatdron tdl nS. Ez erésen korldtozza a kéd
effektiv kédolasi nyereségét.

Hatarozzuk meg m optimdlis értékét, ahol az SPC kédok effektiv kddolasi nyeresége maximalis.
Haszndljuk ehhez a kordbban megismert

Yerr(A) = Y(A) — (0,2)log, (K»(A)) dB-ben.

kozelitést, ami a P, = 107> hibaaranyhoz tartozik.



7.4. REED-MULLER KODOK 103

Atirva a dB-ben értelmezett kifejezést linedris skaldra, a

N Ye(A) _ —(0,02)log, (K5 (1))
FYE?ff(/q) ~ 10(072)10{%2(1([7(}4))/10 _Yc(ﬂ)lo 20

kifejezéshez jutunk, amit az SPC kédok esetében érvényes Kj,(A) = 21 és v.(4) = 2(2" —
1)/2™ felhasznaldsaval a

2(2™—1) 10-0:02)(m=1) _ 5 (1 . e—mln(Z)) o~ 0:021n(10)(m—1)

Yers(A) = 5

alakra lehet hozni. Ennek az m szerinti derivéltja az
2ln(z)efmln(Z)efo.OZln(10)(m71) 9 (1 _ efmln(2)> 07021n(10)870,021n(10)(m71) -0

helyen veszi fel a nulla értéket. Ebbdl egyszer( dtalakitdsok utdn az

__1 | In(2)40.02In(10)
") 0.021n(10)

= 4,0046

optimadlis értékhez jutunk. Ez azt jelenti, hogy az SPC kédok kb. m = 4 értéknél biztositanak
maximadlis kddolasi nyereséget, aminek az értéke kb. 1.63.

o Azr=m—2RM kdédok EH (extended Hamming, kiegészitett Hamming) kédok d = 4 minimélis
Hamming tdvolsdggal. Ezeknek a kddoknak a névleges kédolasi nyeresége ¥, = 4k/n, ami 4-hez
tart (6,02 dB), ha n — oo, mivel n = 2" és k = 2" —m — 1. Ugyanakkor Ny = 2" (2" —1)(2" —
2)/24, és Kj, most is co-hez tart, ha n minden hatdron til nd.

Hatarozzuk meg m optimalis értékét az EH kodok esetén is az elébbi analizishez hasonl6 eljaras
alkalmazdsaval.

Felhaszndlva 7, ¢¢(A) kozelitS értékét, és behelyettesitve az aktudlis paramétereket, most a

212" -2)

Yerr(A) = 42" —m— 1)2—’"1()—(0-,02>10g2(W

kifejezést kapjuk. Ennek az m szerinti derivéltja zart alakban bonyolultan kezelhetd, ezért az
optimumot grafikusan hatdrozzuk meg a fenti fiiggvény abrazoldsaval (1asd a 7.3. dbrat).

Ez azt jelenti, hogy az EH kdédok optimdlis effektiv kédolasi nyereségét kb. m = 6 értéknél
kapjuk, melynek az értéke kb. 2.52. A gorbe negativ értékeivel kapcsolatban megjegyezziik,
hogy m < 1-nél az EH kédok nem értelmezhetdk.

o Az r =1 paramétert (elsé rendli Reed-Muller) kédok igen érdekesek, mivel 2+ méretti n =
2™ dimenzids biortogondlis jelteret generdlnak, melynek a névleges kddoldsi nyeresége (m +
1)/2 — oo, ha m minden hatdron tdl nd. Ismert, hogy ha n — e, akkor az ilyen kédokkal
tetszGlegesen kis Pr(e) hibaardny érhet§ el, barmilyen Ej /Ny jel-zaj viszony esetén az abszolit
Shannon hatar, E, /Ny > In2 (—1.59 dB) felett.

e A kordbbiakbdl tudjuk, hogy az els6rendi RM(1,m) Reed-Muller kéd paraméterei (n = 2™k =
m+1,d =2"""1), és az RM(0,m) (n = 2™ k = 1,d = 2™) paraméter(i ismétléses kéd ennek
részhalmaza (alkodja).

e Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy az RM(1,m) kéd egyetlen nulla Hamming silyd, egyetlen
2" Hamming stlyu és 2! — 2 szamii 2"~ ! Hamming siilyt k6dszébdl 4ll. A specidlis hossz-
kétszerez$ algoritmus alapjan

RM(1,m) = {(u,u+v) | ue RM(1,m—1),v € RM(0,m — 1)},
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7.3. dbra. Az EH koédok effektiv kddolasi nyeresége az m fiiggvényében

és az RM(0,m — 1) = {0,1} kéd két elemet tartalmaz, az 2! hosszisdgd csupa 0 és az csupa
1 vektort.

Tudjuk, hogy az RM(1,1) = {(00), (01),(10),(11)} kéd tartalmazza minden kédszé inverzét.
A hossz-kétszerez$ algoritmus alapjan

RM(1,m) ={(u,u+1),(u,u+0) |u e RM(1l,m—1),ve RM(0,m—1) ={0,1}},
és, ha RM(1,m — 1) tartalmazza minden kddsz6 inverzét, akkor RM(1,m) is tartalmazza, mivel
(u,u+1) inverze (u+1,u), és (u,u) inverze (u+ 1,u+1). Ennek alapjdn megallapithatjuk,

hogy a C = RM(1,m) kéd 2™ szdmd inverz kédszé parbdl dll, azaz tartalmazza az x és x+ 1
kédszavakat is hax € C.

Visszatérve az eredeti problémahoz, miszerint az RM(1,m) k6d egy nulla Hamming silyd, egy
2™ Hamming silyd és 2! — 2 szami 2”~! Hamming silyt kédsz6bél 4ll, megallapithatjuk,
hogy az RM(1,1) kddra az allitds igaz, és a hossz-kétszerez$ algoritmus alapjdn egy x € C
vektor Hamming stlya wy (x) = 2wy (u) = 2-2""2 = 2"~ vagy

wi(x) = wy(u) +wg(a+1) =2""2 4 (2m 1 —2m=2y = om- 1
hau e RM(1,m—1) ésu+#1,0. Hau =1, akkor wy(u,u) = 2", hau = 0, akkor wy (u,u) = 0.
Ennek alapjan az allits igaz.
A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy az az RM(1,m) kéd euklideszi térbeli vetiilete egy M =
2"+ méretii biortogonalis jelkészlet.

A korédbban vizsgdlt RM(1, 1) kéd euklideszi térbeli vetiilete trividlisan biortogonélis az N =
2! =2 dimenziés térben. A hossz-kétszerezd algoritmus alapjan nyilvanvald, hogy

(s(u,u),s5(u,u+1)) = (s(u),s(w)) + {s(u), s(u+1)) = (s(u),s(u)) — (s(u),s(u)) =0,

azaz az s(u,u) és s(u,u+ 1) vektorok merélegesek egymadsra, és az

(s(u,u),s(u’,u")) = (s(u),s(u)) + (s(u),s(u’) = 2{s(u),s(u’))

Osszefiiggés alapjan az s(u,u) és s(u’,u’) merGlegesek, ha az s(u) és s(u’) merSlegesek egy-
madsra, és egymds minusz egyszeresei, ha s(u) = —s(u’). Teljes indukciéval ezutdn beldthatd,
hogy az s(C) jeltér 2™ dimenzis, és 2™ inverz jelpért tartalmaz, ahol a jelparok ortogonélisak
egymadsra.
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e Az RM(1,m) kédbdl vdlasszuk ki azokat a kédszavakat, amelyeknek egy adott helyértéki (pél-
ddul a j-edik) eleme O értékd. Ldssuk be, hogy az igy létrehozott ¢’ kéd egy (n = 2",k =
m,d = 2"~ 1) paraméter(i bindris linedris k6d, melynek az euklideszi térben egy M = 2" méreti
ortogondlis jelkészlet felel meg.

A C' k6d linedris, mivel elemei az eredeti linedris C k6d elemei, ami az Osszeaddsra zart, azaz
hax,y € C, akkor x+y € C. Ugyanakkor tudjuk, hogy ha x,y € (', akkor x+y € (/, tehata ('
kdd linedris, emellett biztosan eleme a 0 vektor.

Nyilvéanval6, hogy ¢’ C C, ezért biztosan igaz, hogy n = 2™. A kédszavak ilyen szelekcidja
esetén ha x € " akkor x inverze nem lehet eleme (’-nek, ugyanis ha x egy adott helyértékd
osszetevGje 0, akkor azon a helyértéken x inverzének az Osszetevdje 1. Ez azt jelenti, hogy a
kédszelekcidval elhagyjuk minden kivélasztott k6dszé inverzét, azaz a kédszavak szdma felére
csokken, tehdt k = m.

Mivel az RM(1,m) kéd euklideszi térbeli vetiilete egy M = 2! méretii biortogonilis jelkészlet,
az inverz parok elhagydsdval a megmaradé kddszavak vetiiletei az euklideszi térben ortogondlis
jelkészletet alkotnak, és a minimalis Hamming tavolsdg nem valtozik.

e A (' k6d minden kédszavanak tordljiik ki a kozos 0 értéki (példaul a j-edik helyértékd) elemét.
Lassuk be, hogy az igy létrehozott " kéd egy (n = 2" — 1,k = m,d = 2"~") paraméteri bindris
linedris k6éd, melynek az euklideszi térben egy M = 2™ méretl szimplex jelkészlet felel meg.

A (" kéd elemei az eredeti linedris ' kéd elemeibdl szdrmaznak egyetlen k6zos 0 értékd (pél-
ddul a j-edik helyértéki) elem torlésével. Tudjuk, hogy a ' kod az Osszeaddsra zart, azaz ha
X,y € C/, akkor x+y € (. Ezért igaz, hogy a C” kéd linedris, ugyanis ha x,y € C”, akkor
x+y € C”, mivel az dsszeaddsnal a torolt elemet nem kell figyelembe venni, emellett C”-nek
biztosan eleme a 0 vektor.

Nyilvédnval6, hogy minden k6dszo egy elemének elhagyédsaval n = 2" — 1, és a " kédszavainak
a szdma azonos a C’ kédszavainak a szdmdval.

Emellett az RM(1,m) kéd kiilonbz6 kédszavainak azonos sorszamu osszetevdje azonos szam-
ban veszi fel a logikai 0 és logikai 1 értéket. Ez teljesiil az RM(1,1) = {(00),(01),(10),(11)}
kod esetére, és teljesiil példaul az RM(0,1) = {(00),(11)} kéd esetére is. Teljes indukcidval
konnyen beldthat6, hogy hau € (7, és ' a C = RM(1,m) k6dbdl szarmaztatott ortogonalis eu-
klideszi vetiilettel rendelkezé kod, akkor a nulla elemeket tartalmazé (példaul j-edik) 6sszetevén
kiviil minden més 6sszetevd azonos szdmban veszi fel a logikai O és logikai 1 értéket. Ezért a
hossz-kétszerez$ algoritmus alapjdn az (u,u+ 1) és a (u,u+ 0) vektorok j-edik dsszetevGjén
kiviil minden mas 0sszetev6 azonos szamban vesz fel a logikai 0 és logikai 1 értéket. Ezért igaz,

hogy
, 1 ¥ 1 ¥
m(C) = W;s(xi) = W;{s(xil),...,s(x,-j),...,s(x,-n)} =1{0,...,s(x;;) = 1,...,0}.

Ebbdl pedig egyenesen kovetkezik, hogy a kédszavak j-edik sszetevdjének torlése esetén a C”
k6d kédszavai el@allithatok az x” = x' —m( (') forméban, ami a szimplex jelkészlet definicidja.

e Az RM(r,m) bindris linedris kod dudl kédja az RM(m — r — 1,m) Reed-Muller kéd. Ezért az
ismétléses és az SPC kodok, illetve a biortogondlis és a kiegészitett Hamming kédok dudlis
parokat alkotnak.

e Az k =n/2 paraméterti RM kédok ondudlisak. Az ilyen kédok hossza n =2"ésr= (m—1)/2,
k=2m"1¢és d =20m1/2 ezért a kédok névleges kédolasi nyeresége Y. = kd /n = 20"~/ (m
pératlan), ami m novelésével minden hatdron til n6. Ebbdl az varhatd, hogy ezzel a kéddal
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tetszGlegesen kis Pr(e) érhets el ha Ej, /Ny kis mértékben meghaladja a Shannon hatart. p =1
[bit/két dimenzid] esetén ez > 1 (0 dB).

A Reed-Muller kédok effektiv kédolasi nyeresége

Az alabbi tabldzatban megadjuk néhdny Reed-Muller kéd jellegzetes paramétereit, a p névleges
spektralis hatékonysédgot, a Y, névleges kddoldsi nyereséget, Ny-t, a legkdzelebbi szomszédok édtlagos
szamét, a K}, faktort és 7, ¢ ¢-et, a becsiilt effektiv kodolasi nyereséget Py (e) = 107> értéknél.

Kod p Y (dB) Na Kb Yerr (dB)
8,7,2) 1,75 7/4 2,43 28 4 2,0
(8,4,4) 1,00 2 3,01 14 4 2.6

(16,15,2) 1,88 15/8 2,73 120 8 2,1
(16,11,4) 1,38 11/4 4,39 140 13 3,7
(16,58) 0,63 52 3,9 30 6 3,5
(32,31,2) 1,94 31/16 2,87 496 16 2,1
(32,26,4) 1,63 13/4 5,12 1240 48 4.0
(32,16,8) 1,00 4 6,02 620 39 4.9
(32,6,16) 0,37 3 477 6 10 42
(64,63,2) 1,97 63/32 2,94 2016 32 1,9
(64,57,4) 1,78 57/16 5,52 10416 183 4.0
(64,42,8) 1,31 21/4 7,20 11160 266 5.6
(64,22,16) 0,69 11/2 7,40 2604 118 6,0
(64,7,32) 0,22 7/2 544 126 18 4.6

7.5. A binaris blokk kodok dekodolasa

Ebben a fejezetben el6szor megmutatjuk, hogy bindris blokk kédok minimaélis tdvolsdgi dekddoldsa
(MD) ekvivalens a maximalis megbizhat6sagi dekdédoldssal. Azutdn bemutatjuk, hogy milyen hatra-
nyokkal jar a kemény dontés (hard decision), és megmutatjuk a klasszikus hibajavitds hatdsat a rend-
szer teljesitoképességére. Ezutdn azt vizsgaljuk, hogy ezt a vesztességet hogyan lehet csokkenteni a
torlés alkalmazdsaval, illetve az éltaldnositott minimdlis tdvolsdgd dekddoldssal.

A maximalis megbizhatésagi dekédolas

Eddig minden teljesit6képesség becslésnél azt feltételeztiik, hogy a minimdlis tdvolsdgi dekddo-
lasi szabalyt (MD) alkalmaztuk. Masképpen megfogalmazva feltételeztiik, hogy egy adott r € R”"
bemeneti sorozat esetén a vevd megtaldlja azt az s(x), x € C jelet, amelynek az ||r — s(x)||* euklideszi
tdvolsdg négyzete minimalis. Megmutatjuk, hogy bindris kédok esetén az MD dekddolds ekvivalens
a maximdlis megbizhatésagt dekddoldssal. Mivel ||s(x)||> = na?, fiiggetleniil a x tényleges vélasztd-
satol, az MD dekddolds azonos a maximalis skaldris szorzati dekddoldssal: miszerint meg kell taldlni
azt az s(x) x € C jelet, amelynél az

(r,s(x)) = Y res(x)
k
skaldris szorzat maximadlis. Mivel s(x;) = (—1)*a, ezért a skaldris szorzat az
(r,s(x)) = OLZ r(—1)* = ocZ |rx|sgn(r) (—1)™
k k

alakban adhaté meg. Az sgn(ry) € {£1} nem mds, mint az ry elGjele, amit dltaldban kemény don-
tésként (hard decision) szoktunk emlegetni, és ami azt mutatja meg, hogy a két lehetséges jel koziil
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melyik valészintibb az adott helyértéken, fiiggetleniil a tobbi koordindtatdl. Az |ry| nagysdga pedig a
kemény dontés megbizhatdsdgat méri. Az ilyen dontést tehat gy is interpretalhatjuk, hogy ezzel meg
lehet taldlni azt az x € C k6dsz6t, mely maximalizélja az

rlxlr) = Xl (<1

k

megbizhatdsag értékét, ahol az e(xy,r;) "hiba" 0, ha s(x;) és ry elGjele azonos, és 1, ha kiilonboza.
Eppen ezért ezt az eljardst maximalis megbizhat6sagi dekddoldsnak nevezziik. Barmelyik optimalis
dekddoldsi eljarast konnyen meg lehet valésitani kis méreti s(C) jelterek esetében.

Igaz azonban, hogy specidlis otletek nélkiil az eljardsok sordn minden x € C kddszé esetén ki kell
szamolni a skaldris szorzat vagy a megbizhatésiag értékét, ezért a modszer a gyakorlatban nehezen
hasznélhaté, ha a kédszavak 2* szdma nagy. Egyszertibb, kis komplexitdst és elegendéen pontos de-
kédolasi algoritmusok kifejlesztése a gyakorlati kédoldssal kapcsolatos kutatdsok egyik legfontosabb
témdja.

Példaul vizsgdljuk meg a Wagner féle dekédoldsi mddszert, ami optimdlis az (n,n — 1,2) SPC
kédok esetében, és 2"~ !-nél sokkal kevesebb lépést igényel.

Példa: (A Wagner dekédolasi szabaly)

Legyen C egy (n,n— 1,2) SPC kéd. Ezekre a kédokra a Wagner dekddoldsi szabaly a kovetkezd:
végezziik el a kemény dontést minden ry szimbdlumra, és ellendrizziik, vajon az kemény dontés ered-
ményeképpen keletkezd bindris vektor eleme-e a C-nek. Ha igen, akkor a dekédolast befejeztiik, ha
nem, akkor vdltoztassuk meg a legkisebb |ry| megbizhat6sdgi szimbdlum elGjelét. Egyszertien be-
ldthatd, hogy az igy kapott bindris vektor biztosan eleme C-nek, mivel az (n,n — 1,2) SPC kdd az
Osszes paros Hamming sulyd kédszobol all, és kédszavak kozotti minimalis Hamming tavolsag 2,
ennek alapjan, ha egy kédsz6 nem tartozik a C-be, akkor biztosan pdratlan a Hamming silya, ami
egy helyérték eljelének megvaltoztatdsaval parossa vélik. Ezért az 1j kodszé biztosan eleme lesz az
(n,n—1,2) SPC kédnak, ugyanakkor az ehhez a kédszéhoz tartozé r(x|r) megbizhatésadg maximalis.
Ebbdl kovetkezik, hogy a Wagner dekddoldsi szabély az SPC kédok esetében optimalis.

Kemény dontés és hibajavitas

A bindris blokk kédok dekddoldsdval foglalkozé korai megolddsokban mindig kemény dontést
alkalmaztak minden szimb6lumra, azaz a dontés eredményeként egy n hossziisiga y € (IF»)" bindris
sorozatot kaptak, és a dekddolds soran megkeresték azt az x € C kédsz6t, aminek a Hamming tavolsaga
az y-t6l minimdlis. Ezt az eljardst nevezziik hibajavitdsnak.

Ha C egy linedris (n,k,d) kéd, akkor, mivel a Hamming metrika valédi metrika, nem keletkezhet
hiba, ha az x k6dsz6 dekédolasa sordn keletkez6 kemény dontési hibdk szdma t = dyy (x,y) kisebb, mint
a kodra jellemz6 minimdlis Hamming tévolség fele, t < d/2. A blokk kédok tobb osztélyéra 1éteznek
olyan hatékony algebrai hibajavité algoritmusok, melyek garantdljak azt, hogy hibétlanul dekédoljak
az iizenetet, ha 2t < d.

Példa (Hamming kédok)

Az els6nek alkalmazott bindris hibajavité k6d a Hamming kéd volt. Egy C (2" —1,2" —m —
1,3) Hamming kéd a (2",2" —m — 1,4) paraméterd RM(m — 2,m) kiegészitett Hamming kédbol
szdrmaztathaté az egyik koordindta torlésével. A Hamming kéd dudlis kédja a ¢+ (2 — 1,m, 2" ")
kéd, melynek az euklideszi térben egy 2 szimplex jelkonstell4ci6 felel meg.

Példaképpen tekintsiik a legegyszeribb Hamming kédot az (3, 1,3) paramétert ismétléses kédot,
melynek a dudlisa a (3,2,2) SPC kéd, melynek az euklideszi térben a 4 szimplex jelkonstellaci6 felel
meg.

A C* generdtor métrixa egy m x (2™ — 1) H métrix, amelynek 2" — 1 oszlopa valamilyen sor-
rendben felveszi az 6sszes nem nulla értékd m hosszisdgu bindris sorozatot (egyébként nem lenne
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képes barmely egyszeres hiba javitdsdra). Mivel d = 3, a Hamming kéd képes minden egyszeres hiba
javitasara. Erre egy igen egyszer(i mddszert lehet adni. Elszor szamitsuk ki a szindrémat

yH' = (x+e)H" =eH’

ahol e = x+y. Ha yH” = 0, akkor y € C-16l feltételezziik, hogy korrekt. Ha yH” = 0, akkor az yH”
szindréma a H' egy sora, és egyetlen hibit feltételezve a hiba az ehhez a sorhoz tartozé poziciéban
tortént meg. Egyébként tudjuk, hogy barmely y € (IF,)" sorozatot kédszéva lehet alakitani legfeljebb
egyetlen bit megvaltoztatasaval.

Ez abbdl kovetkezik, hogy 2" szdmu 1 sugart és 2" dimenziéjd olyan "Hamming gébmb", amely-
nek a kozéppontja a 2"~ szamud x € C kddszo helyén taldlhatd, és tartalmazza az Gsszes x-t6l egy
bitben kiilonb6zd n hosszisdgud bindris sorozatokat, dsszesen 2" szdmu n hosszisdgd bindris sorozatot
fed le, azaz kitolti a teljes (F,)" teret.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy bar a hibajavitd dekddolds optimdlis minimdlis tdvolsdgi
(MD) dekédolas a Hamming térben, 3 dB-lel kisebb a kédoldsi nyeresége, mint a euklideszi térbeli
minimélis tdvolsdgd dekddoldsnak (soft decoding).

Tételezziik fel, hogy az (n,k,d) paraméterd binaris linedris C k6d d minimdlis Hamming tavolsdga
pératlan (a helyzet ekkor rosszabb, mint piros esetben). Legyen x az atkiildott kédszo, és tudjuk, hogy
van legaldbb egy olyan masik k6dsz6, amelynek a kiildott k6dsz6tél mért Hamming tavolsdga d, és
ebbdl kovetkezen van az s(C)-ben legaldbb egy olyan n sorozat, amelynek az s(x)-t61 mért négyzetes
euklideszi tavolsdga 40>d. Barmilyen kis € > 0 esetén a kemény dontéses dekéder hibazni fog, ha a
zaj értéke meghaladja az o + € hatdrt a kdszé legaldbb (d + 1)/2 szdmu olyan helyértékénél, ahol
egy mdsik kédsz6 kiilonbozik t6le. Ez azt jelenti, hogy kemény dontésnél a dontési kiiszobhoz tartozd
minimdlis négyzetes tavolsag az euklideszi térben o (d + 1) /2 (paros d-nél a’d/2).

Ezzel szemben "puha" dontésnél (soft decision, or reliability weight) és minimélis tdvolsdgi (MD)
dekédolasnal a dekddoldsi kiiszobtdl mért minimalis négyzetes tivolsdg az euklideszi térben o’d. Az
uni6s korldt pontossdgdval szdmolva Q(,/-) fiiggvény argumentuma (d + 1)/2d-ed részére csokken
kemény dontés esetén a puha dontéshez viszonyitva, ami kozelitéleg 1/2 (—3 dB), ha d elegendGen
nagy (ha d paros, akkor ez az érték pontosan 1/2).

Példa (Az antipodalis kédok kemény és puha dekodolasa)

Legyen C a (2,1,2) bindris kéd, ekkor s(C) jeltérben a két kddszonak megfelel§ vektorok antipo-
délisak (lasd A 7.4. (a) dbrat). Kemény dontés esetén, a valés kétdimenziés R? tér négy siknegyedre
van osztva, melyeket az egyik vagy madsik jelhez (k6dszéhoz) rendeljiik. Természetesen, azt a két
siknegyedet, amelyekben a két jelvektor taldlhatd, a sajat jelvektorokhoz rendeljiik, ugyanakkor a mé-
sik két siknegyedet nem tudjuk egyértelmiien egyik jelhez sem rendelni, ugyanis a jelvektortél o2
négyzetes tavolsdgra lesz egy dontési hatdr, amit ha a vett jel zaj hatdsara 4tlép, akkor a kddsz6 egyik
komponensében hiba keletkezik. Az dbran azonban az is latszik, hogy minimalis tdvolsagi (MD, puha)
dontés esetén a dontési hatdr négyzetes tavolsiga mindkét jelvektortél 20 értékii. Ezért kemény don-
tés esetén a P, = Q(\/) argumentumaban egy 2-es faktor kiillonbség jelenik meg a puha dontés javara,
ami pontosan 3 dB vesztességet jelent.

Hasonléan, ha a C k6d a (3,1,3) kéd, akkor kemény dontés esetén az R teret 8 térnyolcadra lehet
bontani (l4sd A 7.4. (b) abrat). Ebben az esetben (a legegyszeriibb példa erre a Hamming kéd) vilagos,
hogy egy-egy jelhez hogyan lehet optimdlisan négy-négy térnyolcadot rendelni. A jelvektorokhoz
ekkor a legkizelebbi dontési hatdr 20 tavolsdgra van, ugyanakkor minimalis tavolsagi (MD, puha)
dontés esetén a dontési hatdr négyzetes tdvolsiga mindkét jelvektortdl 3o értékii. Ez most a P, ~
Q(\/ ) argumentuméban egy 2/3-as faktor kiilonbség jelenik meg a puha dontés javdra, ami pontosan
1,76 dB vesztességet jelent.

Torlés és hibajavitas

Egy olyan dekddolési eljards, amely a kemény dontés és a "puha" (megbizhat6sdg alapd) dontés
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7.4. abra. Dontési tartomanyok az R” térben, (a) (2,1,2) kéd, (b) (3,1,3) kod

kozotti dtmenetet jelenti sziikségessé teszi a "torlés" fogalmdnak bevezetését. Ezzel a médszerrel els-
szor a vett jelvektor minden ry GsszetevGjéhez a {0, 1, ?} harom értékkészletl halmaz elemeit rendeljiik
az aldbbiak szerint:

rn— 0 ha r>T;
rn— 1 ha rn<-—T;
rnn— 7 ha —-T<r<T,

ahol T a kiiszdb értéke.

A dekdder ezutan 1€pésrdl 1€pésre keresi az igy keletkezett harom értékkészletli n hosszisagu vek-
torhoz legkozelebb es6 x € C kédsz6t a Hamming térben, dgy, hogy a kitorolt pozicidkat nem veszi
figyelembe a Hamming tdvolsdg szdmitdsdndl. Ha Osszesen s szdmdu torlés van a vektorban, akkor a
kédszavak kozotti minimdlis Hamming tdvolsag d — s lehet a nem torolt pozicidkban, igy akkor garan-
talt a korrekt dek6dolds, ha a hibdk szdma ¢ a nem tor6lt poziciokban teljesiti a r < (d —s)/2, vagy az
ekvivalens 2¢ + s < d feltételt. A bindris blokk kédok tobb osztilya esetén 1étezik hatékony torléses
és hibajavit6 dekddoldsi algoritmus, amely garantédlja a korrekt dekdédoldst, ha 2¢ +s < d. Az ilyen
eljarast korlatozott tdvolsagu torléses és hibajavité dekddoldsnak nevezziik.

A torléses €s hibajavité dekddoldst tulajdonképpen a maximaélis megbizhatésdgi (MR) dekddolas
egy valtozatdnak is tekinthetjiik, ahol az dsszes |ry| megbizhatdsdgi értéket azonosra éllitjuk minden
nem torolt helyen, a torolt helyeken pedig O-ra.

il

A hérom szinti kimenet lehet6vé teszi, hogy az optimélis dontési tartomdnyt jobban meg tudjuk
kozeliteni az euklideszi térben, mint a kemény dontéssel, és ezzel csokkenteni tudjuk a dekddolési
vesztességet. Optimdlis T kiiszobérték esetén a vesztességet tipikusan felére lehet csokkenteni dB-
ben.

Példa (Torléses és hibajavito dekédolas)
A 7.5. dbrdn bemutatjuk a kemény és/vagy torléses dontés alkalmazdsakor keletkezd, a (2,1,2)

kéd minden szimbdlumara érvényes 9 dontési tartomdnyt. Harom ezek koziil bizonytalan. Ezen tarto-
manyok minimdlis négyzetes tavolsigai a jelvektoroktol a
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7.5. dbra. Dontési tartomédnyok az R” térben a (2,1,2) kéd, valamint torlés és kemény dontés esetén

Az a? és b*> minimuma akkor lesz maximalis, ha a> = b?, amib6l az optimdlis kiiszobre a

_ V2!
V241

értéket kapjuk, amib6l
8 2 2
a=b=——0"=1,3720".
(V2+1)?
Ez kozelitleg 1,38 dB-lel jobb, mint a kemény dontéssel elérhets négyzetes euklideszi tavolsag o,
de 1,63 dB-lel rosszabb, mint az MD dekédoléssal elérhets 202
Példa (Torléses és hibajavité dekédolas, optimalis 7 Kiiszob)
Legyen C egy d minimalis tdvolsdgu bindris blokk kdd, és alkalmazzuk a fent emlitett torléses
és hibajavité dekddoldsi algoritmust, azaz a vett szimbdlumok mindegyikét képezziik le a megismert
harom értéki halmazra.

o Ekkor barmilyen ¢ és s egész szdmok esetén, amelyekre érvényes, hogy 2¢ 4 s > d biztosan igaz,
hogy a torlések és hibak adott, kedvezbtlen elrendezése esetén dekddoldsi hiba keletkezhet. Ez
az 4llitds konnyen beldthatd, ha feltételezziik, hogy éppen az x € C kédszét kiildték, és van egy
y € C kédszo, melynek az x-t6l mért dy (x,y) Hamming tdvolsdga azonos d-vel.

Tételezziik fel, hogy a dekddolds sordn az s szamu torlés azokon a helyeken tortént, amelyeken
az x és y kddszavak kiillonboznek egymdstdl. A torlések utdn a megmaradé kédszavak tdvolsdga
ekkor éppen d — s lesz. Ha a feltételek szerint a hibdk szdma ¢ > (d —s)/2, és ezek a hibak a ke-
mény dontéseknél éppen azokon a helyeken keletkeztek, ahol az x és y kddszavak kiilénboznek
egymast6l akkor biztos, hogy a torléses és hibajavité dekddoldsi algoritmus soran keletkezett
bindris vektor kozelebb lesz az y, mint az x kédszéhoz, vagy a két tdvolsdg azonos lesz, ami azt
jelenti, hogy a dekddolds sordn hiba keletkezhet;

e A minimdlis négyzetes euklideszi tdvolsag barmely x € C k6dsz6tdl a miny, >4 = min(s(o —
T)? +t(o+ T)?)kifejezéssel hatdrozhat6 meg.

Ez abbdl kovetkezik, hogy az s(C) konstelldcidban a jelvektor s kiilonbozd komponensénél a
torléshez tartozé dontési hatar (o — T')? négyzetes tavolsdgra van az s(x) jelvektortél, ami azt
jelenti, hogy s szamu torléshez legalabb az s(o — T')? négyzetes kiiszobot kell a zajnak megha-
ladnia.
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Ugyanakkor az s(C) konstelldciéban a jelvektor ¢ kiilonb6z6 komponensénél a hibds kemény
dontéshez tartozé dontési hatar (oo + T)? négyzetes tavolsdgra van az s(x) jelvektort6l, ami azt
jelenti, hogy ¢ szdmi hibdhoz legaldbb az t (o + T)? négyzetes kiiszobot kell a zajnak meghalad-
nia.

A két négyzetes kiiszob Osszege akkor lesz a 2t + s > d feltétel mellett minimalis, ha 2t +s =d,
mivel példdul barmely rogzitett ¢ esetén az s = d —2¢ valasztas mellett kapjuk a minimaélis értéket
(ha o > T). Eppen ezért a minimum kereséséhez derivalni kell a (d — 2¢)(ot — T')? +t(a.+ T)?
kifejezést ¢ szerint, ami alapjan a minimum helyét az

2(@—T)* = (o+T)*
egyenl6ségbdl hatdrozhatjuk meg. Ebbdl az optimélis kiiszob értékére altaldnosan is a

OL\/E—I
V2+1

eredmény adddik.

e Ennél a T értéknél a minimaélis euklideszi tadvolsag

2
V2—1 4
din = (d = 20)(0—T)? +1(a+T)* =do? [ 1 — = do> ——— = 0,6860d.
(@=2)(0=T) +1(0+T) V2+1 (V2+1)2

Az MD dekdédolashoz képesti vesztesség most is 1,63 dB.

Altalanositott minimalis tavolsagi dekédolas

Az eddigi 1épésekkel egyre kozelebb keriiltiink az optimdlis MD dekddolashoz az unids korlat
pontossdgét figyelembe véve. A kovetkezd 1épés az ugynevezett dltaldnositott minimadlis tdvolsigu
(generalized minimum distance decoding, GMD) dekédolés.

GMD dekédolas esetén a dekdder elvégzi a kemény és puha dontést is, azaz bindris szimbdlu-
monként egyszerre dllitja el6 a vett szimbolum sgn(ry) elGjelét és az |ry| megbizhatésag értéket, és a
kemény dontések eredményeit a megbizhatésag alapjan sorba rendezi.

A GMD dekdder ezutdn végrehajt egy torléses €s hibajavitd dekddoldsi sorozatot, mely sordn
rendre torli az s =d — 1,d — 3, ... legkisebb megbizhatésdgi szimbolumokat. (A tobbi értékek torlése
nem sziikséges, mivel ha d — s péros és 2t < d — s, akkor az 2t < d — s — 1 reldcié is fenndll, ezért
egy ilyen kisérlettel eggyel tobb szimbd6lumot fogunk tordlni, de a dekédold ugyanazt a kédszot fogja
valasztani).

A 1épések szama d /2, ha d paros és (d + 1)/2, ha d pératlan, vagyis a dek6dolds sordn d /2 1épésre
van sziikség. Minden 1épés sordn az eljaras eldallit egy esélyes kodszot. Ezért d /2 1épés esetén éppen
d /2 szamu kiilonboz8 kddszo keletkezhet. Ezeket a kddszavakat ezutdn 6ssze lehet hasonlitani példaul
az r(x|r) megbizhatésdguk alapjan, és ki lehet vélasztani koziiliikk a legjobbat.

Példa (Altalanositott minimalis tavolsagi (GMD) dekédolas)

Egy (n,n— 1,2) paraméterti SPC kdd esetén a GMD dekddolds sordn csak egyetlen kisérletet kell
végrehajtani, amikor a legkisebb megbizhat6sagi szimbdélumot toroljik. Az igy keletkezd esélyes
kédsz6 a nem torolt pozicion kivill biztosan megegyezik egy valédi kédszéval. A GMD dekddolds
ebben az esetben azonos a Wagner dekddolési szabéllyal, amir6l tudjuk, hogy optimalis.

Beldthat, hogy a GMD dekédolds sordn nem keletkezik hiba, ha a zaj négyzetes normdja |||
nem haladja meg az o’d értéket, ugyanis a dontési hatdr és a vektortér elemeinek a négyzetes tivolsdga
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éppen o>d, mint az MD dekédolasndl. Ilyenkor nincsen kiilonbség az MD és a GMD dekédolas
hibaexponense kozott.

A vizsgélatok dltaldban kimutattdk, hogy az algebrai blokk kédok fontosabb osztilyaindl a GMD
dekodolas komplexitdsa valamivel nagyobb, mint a kemény dontésé vagy a torléses és hibajavitd de-
kédoldsé. Tovabba azt is igazoltdk, hogy nemcsak a hibaexponens, hanem az uniés korldt hibakoeffi-
ciense K is azonos az MD és a GMD dekddolas esetén.

A GMD dekédolds korlatozott tdvolsagi dekédolds, mivel a dontési tartoméanyok o’d sugart gom-
bok, amelyek a MD dekddolds R; dontési tartoménydn beliil helyezkednek el. gy a GMD dekédolas
teljesitéképessége az MD dekddolds alatt marad, de jobb a torléses és hibajavité dekddoldsndl < 1
dB-lel. Ez az oka annak, hogy a GMD dekddoldst a gyakorlatban ritkdn alkalmazzik.



8. fejezet

A modulalt jelek spektralis vizsgalata

A modulalt jeleket altaldban olyan csatornan vissziik at, amelyben a savszélesség csak korldtozottan

o

4ll a rendelkezésiinkre. Eppen ezért fontos ismerni a moduldlt jelek teljesitménysiirtiség-fiiggvényét,
vagyis azt, hogy a frekvenciasdv egyes résztartomanyaiban mekkora a jel egységnyi sdvszélességre
jutd teljesitménye. Fontos ez azért, mert

e csak ennek ismeretében tudjuk meghatdrozni, hogy a kiilonb6z6 forrdsokbdl szarmazé jelek mek-
kora interferenciat okoznak egy masik csatorndban;

e csak igy tudjuk illeszteni a jelet a rendelkezésre 4ll6 frekvenciasdvhoz.

8.1. A ciklostacionarius jelek tulajdonsagai

Egy sztochasztikus folyamathoz akkor tudunk teljesitménystir(iség-fiiggvényt rendelni, ha a folyamat
legalabb gyengén stacioner, azaz

E{x(t)} =konst. &  E{x(t)x(t+1)} =R(1),

vagyis a folyamat elsd és masodik momentumai nem fiiggnek az id6tdl.

2

Ebben az esetben a teljesitménysiriiség-fiiggvényt az

s@) = % / R(t)e 1%z [%1

S€C

Hz

s(f) = _/OOR(r)e‘fz"deT [E}

kifejezésekkel hatdrozhatjuk meg. Természetesen

Rx) = / s(@)e/do,

R) = / s(f)e>df,
A moduldlt jelek mint sztochasztikus folyamatok 4ltaldban nem teljesitik a gyenge stacionaritds
feltételeit, mivel id6beli {itemezésiikben periodicitdsok vannak (szimbélumidd, periodikus vivd, stb.).
Ennek magyarizatdhoz tekintsiik a kdvetkez6 PAM tipusd moduldlt jelet:

s6)= Y Eugr(t—iT),

|=—o0
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8.1. dbra. A PAM jel egy realizacidja

és legyen &, € {—1,1}, 1y =7_; = 1, valamint

sin (%), re€[0,T)
gr(t) = (7) "y
0 egyébként

A jel realizacigjat a 8.1. dbra mutatja.
Az abrabdl nyilvanvald, hogy ennek a jelnek a momentumai fiiggenek az id6tdl, hiszen

E{s(0)s(0+1)} =0, V1,

de
E{s(3)s(z+0)}=3(inG+F)+ (D (=sin(3+F))), <3

Ebbdl az kovetkezik, hogy ennek a jelnek nem értelmezhetd a teljesitménystrtiség-fiiggvénye.

Az is vildgosan lathat6 viszont, hogy a jel ciklikusan stacioner, azaz fenndllnak az al4bbi tulajdon-
sagai:

E{s(t)} =E{s(t+kT)}, keZ,
E{s(t)s(t+71)} =E{s(t +kT)s(t +kT +7)}, keZ,

ami azt jelenti, hogy a jel els6 és masodik momentumai az id6 periodikus fiiggvényei. Az ilyen jeleket
ciklostacioner jeleknek nevezziik. Elmondhat6, hogy a rogzitett idéraszterrel rendelkezd jelek (szim-
bolumidézités, rogzitett vivofazis) ciklostacioner jelek, ezért a teljesitménysiriség spektrumuk nem
értelmezhetd.

A probléma megolddsa az, hogy a modulalt jeleket, dltaldban a ciklostacioner sztochasztikus folya-
matok realizdci6halmazét kibdvitjlik az eredeti realizacidknak egy periéduson beliili idSben véletleniil
eltolt véltozatdval, vagyis példdnkban az

s(t) = Y Eegr(t—iT)
=00
helyett az
s(t) =Y &rgr(t+1 —iT)
=00

jelet tekintjiik (ahol ¢' egy {&, }-kt6l fiiggetlen, a [0,7') tartomdnyban egyenletes eloszldst val6szind-
ségi valtozd), melynek realizacidit a 8.2. 4bra illusztrélja.

Igen egyszertien beldthatd, hogy az igy generalt sztochasztikus folyamat mér stacioner, ha a {&, }
sorozat stacioner. Ily mdédon lehetGség van arra, hogy a folyamat teljesitménystrliség-fiiggvényét
meghatarozzuk. Ehhez el6szor ki kell szamitani a jel

RE) = B {Bg, (005t +0} ) =

T
- = [ B, tsto)ste+m)par
0
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s(1)
”17’ ”077 ”077
| | |
) AN \ \
r=0—1/ /\ |\ \ \
SN\N o e
Ly LY 7
TN AN /ot
\ /
‘ v i e /\:\l"<0
! ! \

8.2. abra. Ciklostacioner jelek id6ben véletleniil eltolt realizacidi

korreldcids fiiggvényét, majd ebbdl kalkuldlhaté az s().

8.2. A véletlen fazisu szinuszos jel teljesitménysiiriség-fiiggvénye
Az elébbiek illusztralasara hatarozzuk meg egy véletlen fazisu vivofrekvencids jel teljesitménystr-

ség-fliggvényét. Az
s(t) = V2 cos(mgt), P=1

periodikus jel nem stacioner (s6t, nem is sztochasztikus folyamat), de az
s(t) = V2 cos(mgt +9), P=1,

ahol @ egy [0,27)-ben egyenletes eloszlast valoszintségi valtozd, mér gyengén stacioner, hiszen

2n
E,{s(t)} = %/\fz cos(@ot + @) de = 0
0

2n
E, {s(t)s(t +1)} = % / 2.cos (@ -+ 9) cos (ot +7) + @) dg =
0

2
1 /nz cos(2mpt + T+ 29) n cos(moT) do —
27 2 2
0
= cos(myT)
nem fiiggvénye az id6nek, tovabba tudjuk, hogy

R(T) = cos(mpT) = > )

és ebbdl

17 ‘
@) = o / R(t)e %dr —
2n / 2

—oo

e 1%t =

1 1
= 58((0+0)0)+58((o—m0).
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Tudjuk, hogy a jel teljes teljesitményét a

oo

P:/s(m)dm:R(O)zl

—oo

adja, ami a kiindul6 szinuszos jelre természetesen teljestil.

8.3. Az alapsavi PAM jelek teljesitménysiirtiség-fiiggvénye

Vizsgéljuk meg az
=Y &gr(t+1—iT)

j=—o0

jel spektrumat.

R(T) = B {Eg {s()stt+7)}} =
_ %O/Egk (s(t)s(t + 1)} e’ =
1 ’ = o
- ?/E{(Z ﬁkigr(t+t’—iT)> (2 ék,-gr(t+t’+r—jT)>}dt’:
0 j=—o0 j=—00
= %O/E{ <iim§kigT(t_lT ) (}Zwék,gT 1+ JT)> }dl:
T [ [
_ ?/ Y Y E{&&y}er(t—iT)er(t+1—jT)dr
i

Tételezziik fel, hogy a {&,} sorozat stacioner, fiiggetlen és nulla varhato értékd, azaz
E{C} =E{g} =0

E{&}, hai=j
ElE & 1 =
{ék: &k_, } { 0 egyébként

akkor

R(t) = E{&Z}/ Y er(t—iT)gr(t+1t—iT)dr =

j=—o0

o

Ebbdl a jel teljesitménysiirtiség-fliggvénye az aldbbi médon szdmolhat6:

s() = E{f }21_n/ / gr(Dgr(t+1)dr | e %=

—oo — 00
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gr(t) R(7)

Nt

i

T t -T T T

8.3. dbra. Az elemi jelalak és az autokorrel4cids fiiggvény NRZ modulécié esetén

L .
= E{T&}ﬁfgm) [ erterveman | ar =

—oo — 00

) o
= E{f %/gT(f)GT(‘D)ejmtd’:

—oo

—

E{& \
= onT Gr(0)Gr(w) =
E{€}
= PGP,

——

ahol

GT((D) = /gT(l)e_jmtdl

az elemi addjel Fourier-transzformaltja.
8.4. Illusztrativ példak a PAM jelek spektralis analizisére

Az NRZ modulécié spektruma

Ee{-1,1},

NRZ jelvédlasztis esetén (8.3. dbra)

gT(I):{ £ harel0,T)
0

egyébként
Ekkor
R(t) = { %(1 —‘%') ha [t| € [0,T)
0 egyébként
és

cory\ 2
s(m):%<sm(§?)> )

2
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gr(t) R(7)

NI
]
lle!
e

é
<

2T
_.JEL
T

8.4. dbra. Az elemi jelalak és az autokorreldcios fiiggvény Manchester-kddolés esetén

2n
S((D) E 2n
Wy = T

AR — NRZ
Y

’ AN _— Manchester

// S

L — - < ~ ~ 1 — l
—20) —y (o)) 200 ©

8.5. dbra. Az NRZ és a Manchester-kédolds spektruma

A Manchester-kodot alkalmazé jel spektruma

Ee{-1,1},

Manchester-kdd esetén (8.4. dbra)

VE  hareod)

—\/%, hare[1.T)

o9
~
~—~
=~
N—
I

T
0 egyébként
Ekkor
£(1-34), nalleo.})
RO =91 £(-1+4), naple (L)
0 egyébként
és
E sin* (L)
(%)

A két spektrumot tartalmazé 8.5. dbrabol megéllapithatd, hogy az NRZ kdédolt jel 1ényeges ener-
gidju komponenseket tartalmaz a nulla koriili frekvenciatartomdnyban, ezért atvitelére nem alkalmas
olyan csatorna, amelyben nincs DC csatolds (pl. telefoncsatorna). A Manchester-kédolt jel atvihetd
feliilateresztd (DC 4tvitelre nem alkalmas) csatorndn is. Mivel itt az elemi jelnek nulla az 4tlagértéke,
igy a modulalt jelben sincs DC 6sszetevd.

8.5. Az altalanos optimalis PAM rendszer vizsgalata szimbolumkozi at-
hallasmentes esetben

Az optimdlis PAM tipusu rendszer felépitését a 8.6. dbra tartalmazza. Tételezziik fel, hogy a vevé-
szr6é kimenetén 1évd jelre teljesiil a Nyquist-feltétel, azaz a dontSkésziilék egy mintdbdl éppen egy
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{C&""} () gr(t) | s(t) D) gr(1) | z(t) T_) aons | 25}
T \J Gr(w) _/ Gr(®) késziilék

) lv(r)

Y O(r—iT)

8.6. abra. Az optimdlis PAM tipusu rendszer felépitése

szimbo6lumot tud becsiilni.
A kordbbiakbdl tudjuk azt is, hogy az optimdlis vevGben illesztett sziirdt (korreldcids detektort)
kell megvalésitani, azaz

gr(t) = gr(-1),

Gr(®) = /@mfmm:

= /gr(t)e]m’dt =
= G;-(O)),
igy az
s(t) =Y Cgr(t—iT)
és -
2(t) = ) &gt —iT),
ahol

8(t) = gr(1) * gr (1),
G(®) = Gr (0)Gr(®) = |Gr(0)[*.
Természetesen a szimbélumkozi dthallismentességnek a z(7) jelre kell teljesiilnie, ami a G(®)
Nyquist-ekvivalensére ad megkdotést, miszerint legyen

{c,hawﬂg%

Gekv(®) =
aw(®) =1 egyébként

(c helyett lehet ce/?7 is), ahol

¥ Go—joo), halo| <}
Gekv(m): J=—oo !
0 egyébként

Az eddigiekbdl megéllapithatd, hogy optimalis, illesztett sz{ir6s vevében, ahol teljesiil a szimbo-
lumkozi dthalldsmentesség, G(®) = |Gr(w)|? teljesiti a Nyquist-feltételt.
E{&}

s(0) = W|GT(‘D)|2
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s
)@

)
4

Sl

SRR

(1+0) —%(1-a) Z(1

N

’\l\:l N
S SIS+

o)

8.7. dbra. Az emelt koszinuszos jel spektruma

az ad6 kimenetén 1év0 jel teljesitménystirtiség-fiiggvénye, azaz az adé kimenetén 1évé jel spektruma a
vevGsziirg kimenetén megjelend g(¢) elemi jel Fourier-transzformaltjanak abszolit értékével ardnyos.
Igy példdul abban az esetben, ha G(®) dn. emelt koszinusz fiiggvény o lekerekitési paraméterrel,

akkor
ET

; ha |o| < 7 (1-a)
Gw)=< ETL (1-sin(L (lo|-2))), haZ(l-a)<|o|<Z(1+a)
0 egyébként
Gr(®) = 1/G(w) és & € {—1,1} esetén

1
2nT

1

Gr (o) = T

s(w) = G(o)

(14sd a 8.7. dbran). Megjegyezziik, hogy esetiinkben teljesiilnie kell annak, hogy

r 17 ) E
R(0) = do=— /| |G do==
0= [ s@do=5_— [ |Gr(@)do==
a jel teljesitménye.

8.6. Részleges valaszfiiggvényl PAM tipusi rendszerek

o

A moduldlt jelek teljesitménystriiség-fliggvénye alapvetéen megvdltoztathatd, ha a rendszerben meg-
engediink — jol kézbentartott médon — szimbolumkozi dthalldst, azaz azt, hogy a vevsziiré kime-
netén 1év jel mintdi egynél tobb atkiildott szimbdlumtdl fiiggjenek. Ilyenkor a mintdk értékét tobb
szimbdlum linedris kombindcidja hatarozza meg. Legyen a rendszeriinkben a vevsziird kimenetén
1évd jel

()= Y Eusli—iT),

[=—o00

ahol ,
g(1) == aogo(t) + a1go(t = T) +---+apgo(t —PT) = Y ajgo(t —IT).

Vilasszuk go(t)-t tgy, hogy teljesitse a Nyquist-feltételt, azaz

0), k=0
go(kT):{ iO( ) k0

Ekkor
Z &kgt—lT Z &k,Zalgot—lT—zT)

[=—00 I=—o00
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és vizsgaljuk meg z(7) mintdit.

) = Y Gglnl i) =

[=—o0

oo P
= ) &) aigo(nT —IT —iT) =
' 1=0

[=—o0

= 20(0) (aok, +ar&, , +---+apky, ,) =

P
= 2(0) ) a&,
i=0

Megallapithatjuk, hogy az n-edik mintara az aktudlis n-edik szimbdlumon kiviil még P szdmu korabbi
szimbdlum is hat, ami a dontést nyilvdnvaléan megneheziti. Az ilyen rendszerekben a vevd komplexi-
tdsa megnd.

Esetiinkben a vev6szlir6 kimenetén 1évé elemi jelre igaz, hogy

P P
G(w) =Y aiF (g0(t—IT)) = Y} aGo(w)e /',
1=0 1=0

amibdl

_E{&)

s() G(@)].

8.7. Példak a részleges valaszfiiggvényii rendszerek spektralis vizsgala-
tara

Duobinaris jel

P=1lay=1,a =1Ec{-1,1}

¢, |of<F
) T

G(w) =

c(1+4e70T) = 2¢e7 1% cos (0L), o < &
0, o > F

Megjegyezziik, hogy az e~J®% faktor egyszer(ien elhagyhat6, hiszen ez csak egy % idejd késlelte-
tést jelent, vagyis

2ccos (0F), |o| <Z
G(w) = "
0, o] > 7
igy
r T
Gr(®) = 2ccos (0F), || <Z
0, o] > 7

1 2ccos (0l), [0/ <Z
s(0) = 21T | 0 i
) o > 7
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(o)

S

(O}

T T
T T
8.8. dbra. Részleges valaszfiiggvényd rendszer teljesitménystirtiség-fiiggvénye ag = 1,a; = 1 paramé-
teri duobindris jel esetén

g(t)

j

T ~——1

2T  -T T 2T ar o

2

8.9. dbra. A vevdsziird kimenetén megjelend jel agp = 1,a; = 1 paraméterli duobindris jel esetén

Mivel
oo T
E T 4
/s(m)dm: — = /  cos(w> ) do= —C,
T nT 2 T2
— o0 _%

ezért c = 7 ET. A rendszer teljesitménysiriiség-fliiggvénye a 8.8. dbrdn, mig a vev6sziiré kimenetén
megjelend jel a 8.9. dbréan l4thatd.

Duobinaris jel

P=1lay=1,a; = —1,& S {—1,1}

Go(o) :{ e lol<

0, |of>

~Nla Na

Gloy = | c(1=eT) =2jeeO¥sin(0g), ol <F
0, o] > F
Ebbél
2¢sin (|o|L), |of<Z
IG(0)| = 0 o>
) T
igy

(o) 1 {2csin(|m|§), 0| <

“ T ) o, o] >

~Nla Nla

o 2 2 2

és c = TET. A rendszer teljesitménystirtiség-fiiggvénye a 8.10. dbrdn, mig a vevSsziir kimenetén

megjelend jel a 8.11. dbran lathatd.
A megoldas elénye, hogy a jel atviheté DC csatolds nélkiili csatornan (pl. telefoncsatorndn), mivel
g(t) dtlagértéke 0. A jel sdvszélessége a [—Z, 2| tartomdnyban korldtozott, tehdt keskenyebb, mint az

azonos tulajdonsdgd Manchester-kddolt jelé.
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s()
E 1
4
_n LI
T T

8.10. dbra. Részleges valaszfiiggvényli rendszer teljesitménystriiség-fiiggvénye ag = 1,a; = —1 para-
méterd duobindris jel esetén

8(1)

PN AT T T 3T O

1 -2E
8.11. dbra. A vevészlir6 kimenetén megjelend jel ag = 1,a; = —1 paraméterd duobindris jel esetén

Duobinaris jel véges idobeli tartoja elemi jellel

P=1lay=1,a =1Ec{-1,1}

gr(z):{ \/g t €[0,2T)

0 egyébként
E _ o Sin(0T)
Gr(®) = || == 2Te 70T 2022
r(@) =\ op e or
L2
sin”(®T)
G 2_2FT>—
Gr () o
1 in?(0T) E (sin(ol))’
S(®) = e S0 (@ ):_ sin(wT)
2nT (0T)? T oT

A jel savszélessége keskenyebb, mint az NRZ kédolt jelé.

8.8. Altaldnos moduliciés rendszer vizsgilata tetszéleges elemi jelekkel
és fiiggetlen szimbolumsorozattal

Feltételek:
A forrasbol érkezd szimbSlumsorozat {Ey, }, k; € {1,... .M}, i € Z, m; a priori val6szintiségekkel. A
ki-edik szimb6lumhoz az i-edik idGrésben az xi, (f — iT') jelet rendeljiik, ezért a modulalt jel

s(t) = i xi, (t —iT).

|=—o0

Az {x;(r)} elemi jelek Fourier-transzformaltjat az

Xe(@) = / e (1)e i di



124 8. A MODULALT JELEK SPEKTRALIS VIZSGALATA

1 7 .
X(r) = 5 / X (@) do

kifejezésekkel szamolhatjuk. Az s(z) korreldcids fiiggvényét pedig az

R(7) = % / E {s(t)s(t + 1)} dr
0

kifejezés adja meg.
A korreldci6s fiiggvény szamitdsa elStt bontsuk fel az s(t) jelet két részre az aldbbiak szerint:

oo oo

s =Y, x(t—iT) =Y (x,(t—iT)+x(t —iT)),

ahol
M
f(l) = E{Xk(l)} = ’; TCk)Ck(l)

az atlagos elemi jel és

az elemi jel és az atlagos elemi jel kiillonbsége.
Nyilvdnval6, hogy az

oo

s2(t) =) X(t—iT)

[=—o00

periodikus jel, tehat Fourier-sora, azaz vonalas spektruma van. Kimondhatjuk, hogy a vizsgalt jelben
akkor és csak akkor van periodikus dsszetevd, ha x(¢) # 0.
A periodikus Osszetevd jelenlétével kapcsolatban a kdvetkezdket lehet mondani.

e Kairos, mivel nem hordoz informécidt, igy feleslegesen szillit energiat.

e Hasznos, mivel médot ad arra, hogy a periodikus komponens segitségével helyredllitsuk az draje-
leket vagy a vivofrekvencids 0sszetevét (szinkronizacid).
Az

s1(t) = i x, (t—iT)

[=—o0

folytonos spektrumd, és ez a jel szdllitja a hasznos informéci6t.

Az 5,(t) periodikus jel teljesitménysiiriiség-fiiggvénye

Az 5, (t) Fourier-sora az aldbbi forméban {rhatd fel:

oo

s2(t) = Y, x(t—iT) = i ¢ il

i=—o0 |=—o0

ahol
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A ¢ szdmitdsa egyszerd, mivel

o JO0liT _ e—jo"liT _

=F{x(0)},  X(o

J=—oo

— i ‘cl‘zejmolr’

|=—c0

¢ =
mivel
és
X(w)
1
RSz(T) = f
1
T
_ 1
T
1
mivel

~| =

T

jooll4my g, — ) 1
/e dr {07
0

Clejmolt
h=—oc0

Z Z C[Chejmo (I+h)t ejmoh'cdt —

e—]llZTt —1

) = F{u(0)}

Z Chejwoh(lﬂ)

T / Y lefe ™ dr =
|=—o0
0

I=—h
14 —h

Ezek alapjdn az s,(¢) spektruma a kovetkez$ alakban adhatomeg:

5@ =Y laP8(o

[=—o0

1 oo

[=—o0

M
Z TCka(l(D())
k=1

2

)d,:

(o0 — lay),

125
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mivel

U [ o
A / e/ =IO T = §(w — wyl).

Az 51 (1) teljesitménysiiriiség-fiiggvénye statisztikailag fiiggetlen elemi jelsorozat esetén

1) = i x, (t—1iT)

[=—o00

Tételezziik fel, hogy k; és k; fiiggetlen val6szin(iségi valtozok, ha i # j, emellett tudjuk, hogy
E{x ()} =0.

Ry (1) = % / E {s1(t)s1 (t+7)} dt =
0

- ?/T'Z E{x, (t —iT)x; (t+t—iT)}dr =
0

= Z /E{xko )X, (1+7T) pdt =

= %/w E {x}, (g, (t +7) pdr =

_ % f ]inkx;(t)x;(t+c)dt:

1 oo
/x ) (t+1)d
1

A PAM jel elemzése alapjan a spektralis stirtiség egyszertien adddik, mivel lattuk, hogy

I
Mz

oo

1
R =1 [er®er(t+7)d
esetén |
2
s(©) = 5 Gr(o),
igy esetiinkben
s ((D) — Lfnk‘xlé(m)‘z_
: = =
: 2nT /=
= LY %) K@) =
2nT kIok

T
I
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Pk

Pkl Pkh

8.12. dbra. Az elemi jelek sorozata 4ltal alkotott Markov-1anc

- o) X)) (i) X))
1 ¥ I <
= s LR - 5 Ko

A teljes s(¢) jel spektrumdra tehat az

1
- onT

X(w)|’

Z T X l(l)()
k=

—l(l)() +—ZTC1¢’ K@

SS T2 Z

[=—o0

kifejezést kapjuk. Nyilvdnval6, hogy X(¢) = 0 esetén X (®) = 0, igy

ZnT an‘ Ko

Az s(1) teljesitménysiiriiség-fiiggvénye statisztikailag nem fiiggetlen elemi jelsorozat
esetén

Az elemi jelek sorozatdnak, azaz a {k;} sorozat elemeinek a statisztikai fiigg6sége a moduldlt
jelek teljesitménystirtiség-fiiggvényét befolyasolhatja. E fliggdséget azért is 1étrehozhatjuk, hogy a jel
spektrumadt ezdltal illessziik a csatorndhoz.

Tételezziik fel, hogy a {k;} sorozat Markov-lancot képez a

Pkh = P;Sl) =P(kip1=h|ki=k)

allapotdtmenet-valdszintiségekkel, és a rendszer k-adik dllapota a 8.12. 4brdn azt jelenti, hogy a vizs-
gdlt id6érésben a rendszer éppen a k-adik elemi jelet viszi at.
Jeloljiik IT = { py, }-val a rendszer éllapotdtmenet-matrixat, és tudjuk, hogy

M
Y pin=1.
h=1

Ha m;-vel jeloljiik az dllapotvaldszintiségek vektorat az i-edik idérésben, akkor

=M T =7 " = = m,IT’,
T = (Ty,...,Tiy)
és
Tip = an 1)k Pkh-
Ily médon

T, = WoIl”
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ahol IT" az n 1épéses dtmenetvalszintiségek matrixa, azaz

={piiys P =Pl =k ki =k).
Ha a Iépések szama minden hatdron tdl n6, akkor eljutunk a
Tt = woII™ = wll, T = (Ty,...,Ty)

stacioner allapotvaldszintiség-vektorhoz, vagyis az elemi jelek a priori valészintiségeinek vektorahoz.

P

Az s1(t) jel spektrumanak szdmitdsa most valamivel bonyolultabb, mint az el5z5 esetekben.

oo

)= Y x,(t—il),

[=—00

de most tételezziik fel, hogy x(z) = 0, ezért x'(¢) = x(¢), igy

1) = i xi, (t —iT).

[=—00

i i E{xkl (t —iT)xy; (t +7—jT) }dt

de most a varhat6 érték képzéskor figyelembe kell venni a kiilonbozs {k;} indexek fliggGségét is:

M
Z nkxk(t — iT))Ck(l-i-’C— iT), i=j
. . MM i) .
E{xk,.(t—lT)xkj (t+’c—]T)} = k): Z Tckpkh xe(t —iT)xp(t +1—jT), j>i
“e
M M 7 o
Y Z Tckpkh xh(t_lT)xk(t+T_]T) J<i

k=1h=

Ebbdl a korabbiakhoz hasonléan

1o

—/anxk Xkl+T)dl+

T k=1
1 T o M M

+—/ZZ Y epl) (oe ()0t +7 — IT) + xu(e)xe(e + T+ IT)) dt,
wa I=lk=1h=1

amibdl
1 M
55, () = —TZ T | Xi (@

LT pin, (€77 X (@)X3() + ¢ X ()X (0)

f

HM&
HMg
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8.13. dbra. A Miller-kdd éllapotatmenet-diagramja

s(1)
,’19’ ,’19’ ,’0” ,’09’ ”1’9 ’,1’9 ’,1’9 ’,1’9

8.14. dbra. A Miller-kédolt jel egy realizacidja

Példa a nem fiiggetlen elemi jelek esetére (Miller-kod)

Feltételek:
Elemi jelek
E
E tcl0,T
)=y = | VE 1€l
0, t¢[0,T)
Vi el
1) =—x3(t) = E T
x(1) = —x3(1) —\/&, tellT)
0, 1¢1[0,7)

Bindris atvitelt haszndlunk, azaz az 4llapotidtmeneti métrix egy-egy sordban csak két null4tdl kiilon-

7 2

boz6 érték van. A bindris forrdsszimbdlumok azonos eséllyel generdlédnak, és

1 1
02 03
00 1 I
=1, | 5 3
72 09

2 020

Az 4llapotatmenet-diagram a 8.13. dbran lathatd.
A moduldlt jel egy realizacidjat a 8.14. abran adtuk meg. Amibdl jol érzékelhetd, hogy a modulalt
jel sdvszélessége kisebb, mint a Manchester-kddolt jelé, és a spektrumban kicsi a DC komponens

szintje. Ezen kiviil & = (%, }L, }L, %) mivel

R—I— O O
S RI= O =
V= O I—= O
O O rI—=ol—

—

=

ENT

ENT

N[

SN—
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A jel spektralisan jol illeszkedik a médgneses jelrogzités csatorndjdhoz, mivel a domindns spektralis
komponensek a 5= kozelében taldlhatok, azaz a jel sivszélessége viszonylag kicsi.

S(w) A

03T

027

01T

0 1.25 25 3.75 5

8.15. dbra. A Miller-kédolt jel teljesitménysiirtiség fiiggvénye
Az analitikus eredmények kiértékelése utan

E 1
~ or 23-2 —22¢0s(20) — 12
(@) 21 202(17 4 8cos(8@)) (23 —2co0s(®) cos(20) cos(30) +

+5¢0s(40) + 12¢08(50) + 2cos(60) — 8cos(70) +2cos(80)),

ahol ® = “’TT
A Miller-kédolt jel teljesitménysirdség fliggvénye a 8.15. dbran lathato.

8.9. A folytonos fazisi FM modulalt jelek spektruma

(CPM, Continuous Phase Modulation)
Feltételek:

e Legyen {&,} fiiggetlen sorozat.
E,e{-M—1),...,-3,—-1,1,3,...,(M—1)}
T =P (& = &)

g(t) az elemi frekvencia—-id6fiiggvény, melynek tartGja a [0,LT) tartomdny.

t
q(t) = [ g(®)dY az elemi fazisfiiggvény

o ¢(LT) = % (normalt érték, elvileg lehet mas is, pl. nulla)

A moduldlt jel alakja
s(t) = V2P cos (0ot + D (t,€) + 9),
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ahol ¢ a vivd véletlen fdzisa, egy fiiggetlen, egyenletes eloszldsu valdszintiségi valtozé a [0,2x) tarto-
ményban, ®(¢,&) az informaciét hordozé fazis—idSfiiggvény €s P a jel teljesitménye.
A jel korreléciés fiiggvénye az

r(t) = 2PEg {E, {E¢ {s(t)s(r +7)} } }

kifejezéssel adhaté meg, ahol
21

Eo{} =5 [()do
0

B ()= [0
0

r(t) = 2PEgg{cos(wot +P(,§) +@)cos (ot +71) + P(t+71.8) +9)} =
PEq, g {cos(@T+P(t+7,§) — D(t,§)) +cos (9 (2t +7) + (1 +7,6) + P(1,§) +2¢)} =
PE, ¢ {cos (T +P(t +1,8) —D(1,§))} =

= PE g {Re{exp(j(P(r+71,8) — P(t,§)) exp(jot))}} =

= PRe{exp(joot)E, ¢ {exp (j (P(r +1,8) — (1,§)))} }
Ebben a kifejezésben P a jel teljesitménye, exp(jwot) a vivifrekvencids Osszetevs, R(t) pedig az
alapsdvi komplex korreldcios fiiggvény.

A spektrum szdmitdsdhoz elegendd az R(t) vizsgélata.

R(T) - Et,& {exp (J (CI)(Z +7, &) - q)(tvé)))} )

ahol
B(1,8) =2mh Y Lult —iT),

[=—o0

ezért

[=—o0

R(t) = Eg; {exp <j2nh'i Ex, (q(t—l—'t—iT)—q(t—iT))) } =

[=—o0

= Eg { H exp (j2mhey, (q(t +1—iT) —q(t — iT)))} .
Ha a &, fiiggetlen sorozat, akkor a vdrhaté értéket tagonként lehet elGdllitani, azaz
T
1

= [ T1 e, fexp (j2mh& (g(c +2iT) — gls — 7)) dr.
o' "

R(7)

A 8.16. dbréan a g(t) és ¢q(r) fiiggvényeket illusztraljuk, ha g(¢) tartéja LT .
A tovabbiakban az R(t) kiszamitdsdval foglalkozunk.

R(t) = % / ﬁ E, {exp (j2nh&y (q(t +1—iT) —g(r —iT)))} dt =
0o =7
1 T o M—1 . . -
B ?O/iHoo k——(Z/’W—l)nkeXp(Jznhk(CI(f+T—lT)—Q(I—IT))) dr.

paratlan
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g(t) q(t)

=

LT ! LT !
8.16. dbra. A g(1) és g(r) fuiggvények

q(t)

integraldsi
tartomany

LT !

AN
MAANN

. il
r—ir T+1—iT

|
~
A

8.17. dbra. A ¢(t) fiiggvény vizsgdlata

Az elvégzendd miiveletek illusztraldsara szolgdl a 8.17. dbra. Az illusztracié alapjan vildgos, hogy
rogzitett T > 0 mellett csak véges szorzatot kell figyelembe venni, mivel, ha t —iT > LT vagy t + 1T —
iT +T <0, akkor

q(t+71—iT)—q(t—iT) =0,

igy a szorz6tényez6
exp (j2nhk (q(t +T—iT) —q(t —iT))) = 1.

Szamitsuk ki R(t) értékét T > LT értékeknél oly médon, hogy T =mL+1, v € [0,T) és m >
L.

e Legyen el8szor

0 > t+mlT+77—iT
iT > t4+mT+7
iT > (m+2)T,

ennek inverze

irT < (m+1)T

i < m+1
e Vizsgéljuk meg masodszor
LT < t—iT
ir < t—LT,
ennek inverze

iT > —-LT+T

i > 1-L
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Ezért az R(t) az aldbbi médon szdmithatd:

1 r m+1 M—1
R(t) = ~ / Y meexp(j2mhk (q(t + T —iT) — q(t —iT))) | dr.
T et v
0 ! k=—(M-1)
paratlan

A q(t+t—iT)— q(t —iT) kiilonbség értékei harom csoportba sorolhaték
o q(t+1—iT)—q(t—iT) = q(t+7t—iT), ha q(t —iT) = 0 és

0<t+1t—iT <LT
t+mlT+v—iT < LT (m—0T > —(t+7)
(m—i)T < LT—(t+7) (m—0)T > -T
(m—i)T < LT T
m—i < L-—1 m—i > —1

o q(t+1—iT)—q(t—iT)=q(LT) —q(t —iT) = } —q(t —iT), ha q(t +1—iT) = q(LT) és

0<t—iT <LT
iT > —LT +1t iT <t
iT > —LT+T iT <0
i>1-L i <0

o q(t+t—iT)—q(t—iT)=q(LT),haq(t —iT)=0,t+1T—iT > LT ést—iT < 0. Az 6sszes nem
semleges szorzatok szama
m+1—(1-L)+1=m+L+1.

A g(t+71—iT) értékek szdma
L—1—-(-1)+1=L+1.

A q(LT)— q(t —iT) értékek szdma
0—-(1-L)+1=L.
Ezért a g(LT) értékek szdma

m+L+1—(L+1)—L=m—L

A komplex alapsavi korrelacids fiiggvényt az aldbbi médon szamithatjuk:

i=1-L | k=—(M-1)
pdratlan

1 7.0 M=1
R = 5 [T1| X mes(2mik(a(Lr) - gl ~iT))
0

1 M-1
I Y, meexp(j2mhk (q(t+1'—iT)))
i=1-L \ k=—(M-1)
paratlan

M-1
Y, meexp(j2mhkq(LT)) dr.
k=—(M—1)
paratlan
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Ennek alapjan beldthatd, hogy

R(t) = C (V) = R(t' +mT),

3
ahol
M—1
C:= ) mexp(j2mhkq(LT))
k=—(M~1)
pdratlan
konstans.

A jel teljesitménysirtisége az R(t) Fourier-transzforméltjabdl szamolhatd. Vegyiik észre, hogy
R(7) két fiiggvény szorzataként dllithat6 eld, hat=mT +1' > LT.
A kordbbiakbdl tudjuk, hogy moduldlt jel korreldcids fiiggvénye

r(t) = PRe{R(t)exp(jwoT)} .

Legyen a tovdbbiakban P = 1, és irjuk fel a jel teljesitményspektrumét
1 [ . —jot
@) = o / Re {R(t) exp(joot)} e /%%t =
1 r . —jOT
= o /Re (R(t) exp(joT)} e %d +
1 .
- / Re {R(1) exp(jot) } e /¥%dt =
2 [ . —jot
= ﬁRe /Re {R(7)exp(jwot)} e /"dt

oo

—Re /R exp(jooT) +§*( ) exp(—jooT) eIt

0
— —Re / —j (D [a}) TdT-I— /R* _](OH_(DO)TCIT
0
Ebbdl nyilvanvald, hogy elegendd az
S(® :—Re /R e 1%t
0

meghatdrozésa.
A kijelolt integral a kovetkez&képpen szamolhato:

oo

LT )
/R(T)e_jmd’c = /R('c)e‘j"“d1+/R('c)e‘f"“d*t,
0 LT

0
ahol a mésodik tag

T

/R(T)e’j"“dfc = Y /R(mT+1’)e’j°°(mT”,)dr’ =
m=L
0
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T

— i /Cgl—L\P(,c/) e—j(D(mT—‘r‘C/)d,c/ —
m:L0

T

_ i CgkL efjmmT /T(T/)e—jm’c’d,t/ _
m=L
0
T

_ i Céne—j(o(m—i-L)T/\P(T/)e—jm‘c/dtl _
- 0

I} . >° .
= /‘P(’C') e 1T dr | e /OLT Z Cé"e_](’)mT,
m=0
és az utolsé tényezd egy mértani sor dsszege, ezért, ha [Ce| < 1, akkor

° ‘ z . o~ JOLT
R(t)e /'t = /‘P Ne /%dt | ————.
/ (t)e T (t)e O o Coe 0T

Ezek felhasznalasaval

1 r .
S(@) = 5-Re / R(t)e 7%d b —
LT

1 ) j(DLT .y
_ —JOT —jort
= ERG /R(r)e J dH_l—Cge ](DT/‘P 1% dr
0

Ha viszont |C¢| = 1, akkor nagy T = mT 41" > LT esetén az

R(t)=CM¥(7)

nT -re periodikus, ha Cg =1
R((m+n)T+7) = C£”+”_L‘P(T’) =C¢R(mT + 7).

Ha viszont a korrel4cios fiiggvénynek van t-ban periodikus 6sszetevdje, akkor a teljesitménystirtiség-
fliggvényben vannak vonalas komponensek, azaz a jel tartalmaz periodikus — informdaciét nem hor-
doz6 — 0sszetevét. Ennek alapjan a modulalt CPM jelnek akkor van periodikus 6sszetevdje, ha

M-1

ICel=| Y, meexp(j2mhkq(LT))| = 1.
k=—(M~1)
paratlan

Vizsgaljuk meg ennek a feltételeit!
e Ha g(LT) = 0, akkor biztosan igaz, hogy

M-1

Cel= )Y m=1,

k=—(M~1)

amibdl egyértelmii, hogy van periodikus GsszetevS. Eppen ez az oka annak, hogy q(LT) = % #£0
értékeket haszndlunk csak.
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e Ha g(LT) # 0, akkor |C¢| csak oly médon lehet 1, ha
exp(j2mhkg(LT)) = exp(jb)

minden k-ra azonos értékii, mivel ilyenkor

M—1 M-1

C:= ) mexp(j2nhkq(LT)) =exp(jb) Y, m =exp(jb).
k=—(M—1) k=—(M—1)
paratlan paratlan
A periodikus komponens jelenlétének tehat ¢(LT) = % esetén az a feltétele, hogy teljesiiljenek a
kovetkezok:
mthk = b mod 2T,

nwh(k+2) = b mod 2,
2nth = 0 mod 27,

tehat & legyen egész szam.

1. HaCe =1, h:O,i2,j:4,...,akkorCé =1, igy

R(t)=R(mT +7) =C{"¥(7)

T-re periodikus, vagyis a periodikus Osszetevok frekvencidja a 27“ egész szamu tobbszorose.

2. HaCe = —1, h==£1,43,. .., akkor Cg =1, igy
R(7) :CQ’L‘I‘(I’)

2T -re periodikus, vagyis a periodikus dsszetevok frekvencidja a %—? egész szamu tobbszorose.



