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1. fejezet

A diszkret valoszinlsegelmeélet rovid
attekintése

A fejezet célja azoknak a korabban megismert val6sziniiségszamitasi fogalmaknak a felidézése és at-
tekintése, amelyek a hirkdzléselméletben fontos szerepet jatszanak. Feltehet6 a kérdés, hogy a hirké-
zlésben és az informéacidatvitelben egyaltalan miért vetédnek fel valdszinliségelméleti problémak. En-
nek igen egyszer(i a magyarazata:

o Az informécidatviteli rendszerekben az informéacid forrasat mindig sztochasztikus forraskent cél-
szer(i modellezni, ugyanis csak akkor van értelme informéacidatvitelrdl beszélni forras és nyel6
(ad6 és vevd) kozott, ha a nyeld nem rendelkezik elGismerettel a kiildétt Gizenettel kapcsolatban.
Ha ugyanis el@re ismerné a kiildott (izenet aktudlis tartalmat, akkor az (izenet atvitelére nem volna
szlikség. Egyszerlien fogalmazva az informéaci az lizenetnek éppen azzal a tulajdonsagaval kapc-
solatos, hogy annak konkrét tartalma (a véletlen folyamat egyik realizacidja) milyen mértékben
képes a vevl (nyel6) "kétségeinek" az eloszlatasara.

e Az informacio atvitele sordn maga az atviteli csatorna is sztochasztikus modellekkel irhato le
abban az esetben, ha a csatornaban a forrastol és nyel6tdl fuggetlendl hibak johetnek Iétre az ott
fellépé zavard hatasok (zaj, interferencia, sth.) kdvetkeztében, és ezekr6l a hatasokrél sincsenek
el6ismeretek sem az adéban, sem a vevében.

Vegyik ezutan sorra a legfontosabb val6szin(iségelméleti fogalmakat.

e Eseménytér
A val6sziniiségelmélet alapok felidézésének els6 lépéseként vezessiik be az eseménytér (S) fo-
galmat, ami egy véletlen esemény kimeneteli lehet6ségeinek a halmaza: S= {s1,%, ....,S}, ahol
Sa biztos esemény, @ a lehetetlen esemény. Ha a véletlen esemény kimeneteli lehet6ségeinek a
szama, n véges vagy megszamlalhatéan végtelen, akkor diszkrét eseménytérrél beszéliink.

e Esemény
Az esemény nem mas, mint az Seseménytér egy részhalmaza.

e Valoszin(iségi mérték
A valoszinliségi mérték (Pr) az események egy valos fuggvénye, amelynek az értékkészlete a
[0,1] tartomanyba esik, és amely teljesiti az alabbi feltételeket:

Pr(§=1 (1.2)
Pr(AUB)=Pr(A)+Pr(B), ha AnB=0© (1.2)
Jegyezziik meg, hogy a fentiekbdl kdvetkezik:

Pr(o)=0. (1.3)
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e Elemi esemény
Az eseménytér definicidjaban szerepld s az elemi esemény, amelyre igaz, hogy:

pi=Pr(s), i=12,..,n (1.4)
és
n
dYp=1 (1.5)
i=1

e Valbszin(iségi valtozo
A diszkrét valoszin(iségi valtozd az eseménytér leképzése egy véges vagy megszamlélhatoan
végtelen halmazra, azaz nem mas, mint az eseménytér egy fliggvénye. Az aldbbiakban megadunk
néhany példat a diszkrét valdszinliségi valtozora:
X (s) valos értékkeszletl valoszinlségi valtozo:

s — -5

2 — 0

3 —  +5. (1.6)
Y (s) Bool tipusu valészinlségi valtozo:

s — yes,

S — V&S,

s — ho a.7)

Z (s) vektor értékkészletli valdszinlségi valtozo:

s —  [1,0],
2 — [01],
s - [1,1]. (1.8)

A valbszinlségi valtozo értékkészlete az a tartomany, ahonnan a valoszin(iségi valtozo az értékeit
felveheti. Példaink esetén ez az alabbi:

X(s) € {-5,0,+5},

Y (s) € {yes,no},
Z(s) €{[1,0],[0,1)[1,1]}. (1.9)

e Eloszlasfliggvény
Egy X diszkrét val6szinliségi valtozo Px (x) valdszinliségi eloszlasfuggvényét az alabbi formaban
adhatjuk meg:
Px (X) =Pr(X=x) =Pr({s;X(s) =x}). (1.10)

A valbszin(ségi eloszlasfiiggvényre teljesiilnek az alabbi 6sszefliggések:
P«(x) >0 VxeX(s (1.12)
és

Y P (x)=1. (1.12)

X
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1.1. abra. A kétdimenzids egyuttes eloszlas illusztracioja

e \Vektor val6szin(iségi valtozd
Vektor valoszin(iségi valtozo esetén az esemenytér elemeihez tobb valdszinlségi valtozot ren-
deliink, azaz megadunk tébb fuggvényt X; (s),X2(9),....,Xn (S), amelyeknek az értelmezési tar-
tomanya az eseménytér. Mindez nem jelent mast, mint azt, hogy egy adott elemi eseményhez egy
val6szin(iségi valtozo vektor tartozik.

e Egyittes eloszlasfluggvény

Egy vektor valdszin(iségi valtozo egyuttes eloszlasfuggvénye az (X3 (S), X2 (S), ..., Xn (S)) vektor
leképzése a [0, 1] tartomanyra az alabbi feltételek mellett:

R<17X2, _____ XN (Xl,Xg, ....,XN) =Pr ({Xl = Xl} N {Xz = Xg} N....N {XN = XN}) , (1.13)
és
PX1,X27~~~,XN (Xl,Xz, ....,XN> > 0, (1.14)
valamint
22....2&1_’)(27_”_,)(,\‘ (X1,X27 ....,XN) =1. (1.15)
X1 X2 XN

Ez ut6bbi kifejezés annyit jelent, hogy az egyiittes valdszinlségi eloszlasfliggvény 6sszege ("in-
tegrélja”) a teljes értelmezési tartomany felett mindig egységnyi.
Egy kétdimenzios vektor valdszinliségi valtozd egyiittes eloszlasat az 1.1. abran illusztraljuk.

e Peremeloszlas
Egy kétdimenzios vektor valoszinliségi valtozo eloszlasfliggvényébdl egyszerli szummazaéssal (in-
tegraléassal) el6allithat6 az egyik valtozd peremeloszlasa:

ZPXLXZ (XlaXZ) = le (X].)) (116)
X2
amibdl altalanosan igaz, hogy
Z""ZPXLXLW,XN (Xl,Xz, ....,XN) = le (X]_) . (1.17)
X2 XN

A kétdimenzios vektor val6szin(iségi valtozo peremeloszlasait a 1.2. és 1.3. abran szemléltetjik.
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1.2. dbra. Az Y valdszin(iségi valtozo peremeloszlasanak a szamitasa
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1.3. dbra. Az X val6szin(iségi valtozo6 peremeloszlasanak a szamitasa



e Fliggetlenség
A valdsziniiségi valtozok statisztikailag fuggetlenek akkor, ha az egyiittes eloszlasfliggvényiik
az alabbi forméban

N
P X X (X1 %2, - Xn) = [ P (%) (1.18)
i=1

a peremeloszlasok szorzataként allithato el6.

e Varhato értéek
Az X valoszinliségi valtozo F(X) valos értékkészlet( fliggvenyének a varhato értéke az alabbi
maodon definialhato:

)] =2 Px(0F (%), (1.19)

ami a fliggvénynek a valészinliségi eloszlassal stlyozott dsszege.

o Feltételes eloszlas
Az Y valdszinliségi valtozo X-re vonatkozo feltételes eloszlasanak definicidja az alabbi formaban
adhaté meg:

RX (y7 X)
X)) = —————~ s 1.20
Ryx (Y] %) P () (1.20)
ha
Px (x) > 0. (1.21)
A feltételes valosziniiségi eloszlas az alabbi Iényeges tulajdonsagokkal rendelkezik:
Rx(Y[x) >0 YyeY(s), (1.22)
és igaz, hogy
D PRx(y[x) =1 (1.23)
y

A valbszin(ségi valtozok feltételes eloszlasat a 1.4. abra szemlélteti.

o Feltételes varhatd érték
A valdszin(segi valtozok valds értékkeszleti fuggvényének a feltételes varhato értéke az alébbi
maodon definidlhato:

ZPr =x|AF(x), (1.24)

ahol A az eseménytér egy tetsz6leges eseménye.
Tételezzik fel, hogy az A esemény nem mas, mint az, hogy az Y val6szin(iségi valtoz6 éppen az
Yo értéket veszi fel, azaz

A={Y=yo}. (1.25)
Ekkor az X val6szin(iségi valtozo6 F(X) fliggvényének a feltételes véarhato értékét az
EF(X)[Y=yo]= ZF ) Pxy (X[ Yo) (1.26)

kifejezés adja meg.
A kifejezés altalanosabb értelmezéséhez vezessik be az X és'Y valdszin(iségi valtozdk egy valos
értékkészletl

F(X,Y) (1.27)

fuggvényét. Ekkor e fuggveény feltételes varhato értéke egy tetsz6leges A esemény bekovetkeztének
a feltételével kdnnyen megadhato:

E[F(X,Y)| A = ZZF XY)Pr({X=x}n{Y =y} |A). (1.28)
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1.4. dbra. Az X val6szin(iségi valtozo feltételes eloszlasanak illusztralasa, haY = 3

Ha az A eseményt (gy valasztjuk meg, hogy A= {Y =y} , akkor a fenti kifejezés az alabbi
forméba irhato:

EFXY) Y=yl =D D Fxyo)Pr({X=x}n{Y=yo} |Y =y0) =
X Y=Yo

= 3" F (x.Yo) Pxy (| Y0).- (1.29)

Az F (X,Y) fuggvény feltételes varhatd értéke ilyen esetben tehat Ggy szamithato, hogy a flig-
gvény ertékét a Py)y, (X | Yo) feltételes eloszlassal sulyozzuk. Ezen Kivil a teljes varhat6 értek te-
tel alapjan tudjuk, hogy a feltételes varhatd érték varhatd értéke a (feltétel nélkili) varhatd érték,
azaz:

E[F(X.Y)] =2 EFXY)[Y=yR (). (1.30)
y

Konvergencia valoszin(iségben
Ha létezik egy valészin(iségi valtozo sorozatunk, Y1,Ya,.....Yi,.... , &S ez a sorozat val6szin(iség-
ben konvergal az Y valo6szin(isegi valtozohoz, tehat

Y = plim Yy, (1.31)
N—eo
akkor teljestl az alabbi 6sszefliggés:
lim Pr({|]Y —Wn| <e})=1. (1.32)
N—oco

Egyszerlien fogalmazva ez annyit jelent, hogy az Y1,Y>,....,Y;,.... valoszin(iségi valtozo sorozat

akkor konvergal val6szin(iségben az Y valdszin(iségi valtoz6hoz, ha minden nagy N esetén Iényegében
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biztos az, hogy az Yy valoszin(iségi valtozo az Y valdszinliségi valtozéhoz igen kdzel veszi fel az
értékeit.

A val6szinliségben konvergald sorozatokra talan az egyik legismertebb példa a nagy szamok
gyenge térvénye, ahol az Xg, Xy, ..., Xy fuggetlen azonos eloszlast valos értékkészleti valoszinliségi

valtozok szamtani atlaga
:X1+X2+....+XN (133)

N
egy valdszinliséggel tart az {X;} valosziniiségi valtozok m kdzds varhato értékéhez, azaz:

N

pr\lli_r>n°oYN =m. (1.34)
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2. fejezet

A digitalis informacio Shannon fele
mértéke

A digitalis informacié mértékének a fogalmat Claude E. Shannon vezette be hires "The Mathemat-
ical Theory of Communication™ cim( cikkében, amely 1948-ban jelent meg a Bell System Technical
Journal-ban (Mol. 27, July and October, 1948, pp. 379-423 és pp. 623-656). Bar Shannon elsdségét
senki sem kérd6jelezheti meg, érdekes, hogy mar husz évvel korabban R. V. L. Hartley is megjelen-
tetett egy hasonld témaja cikket, "Transmission of Information"” cimmel ugyancsak ebben a folydi-
ratban (BSTJ, Vol. 3, July, 1928, pp. 535-564), és mar § is foglalkozott az informacié mértékének
meghatarozasaval. Az informacié mérésével kapcsolatos fogalomrendszer pontosabb megértéséhez
érdemes el8sz6r megismerni a Hartley altal bevezetett informaciomértéket.

2.1. A Hartley féle informaciomeértek

Hartley szerint az X diszkrét val6szin(iségi valtozohoz (szimbélumhoz) az

| (X) = logy (L) (2.1)

informaciomennyiség rendelhetd, ahol L az X valészin(iségi valtozé értékkészletének nagysaga, az a
szam, amely megmondja, hogy a val6szinlségi valtoz6 (szimbdlum) éppen héany lehetséges értéket
vehet fel, b pedig a logaritmus alapja. Az Gtlet lényege igen vilagos és egyszer(i. Hartley ugy gon-
dolkodott, hogy a val6szin(iségi valtoz6 (szimbdlum) és a vele dsszefliggd véletlen esemény n-szeri
megismétlése esetén az informacié mennyiségének éppen n-szer nagyobbnak kell lenni az egy szim-
bolum altal hordozott informéacio mennyiségénél. Ugyanakkor nyilvanvald, hogy ha egy szimbdlum
éppen L értéket vehet fel, akkor egy n szimb6lumbol allé vektor értékkészletének a mérete éppen L™,
vagyis az X = (X1, Xz, ...., Xn) vektor éltal hordozott 6sszes informécio Hartley definicidja szerint

I (X) = nlogy (L), (2.2)

ami jol mutatja, hogy a Hartley az altala bevezetett informaciémértéknél célszerlien hasznélta a loga-
ritmus fliggvényt, mivel igy az egyes fliggetlen szimbdlumok informaciotartalma 6sszeadddik. Min-
dezek mellett érdemes megjegyezni, hogy Hartley azt javasolta, hogy amennyiben a logaritmus alapja
2, akkor az informéci6 egysége a bit legyen.

A Hartley altal bevezetett informaciémérték értelmezéséhez nézziink meg egy illusztrativ példat
(lasd 2.1. dbra). Legyen a véletlen esemény az, hogy egy dobozbdl, amelyben négy goly6 van egyet
véletlenszer(ien kihtzunk, és a val6szin(iségi valtozd legyen a golyoéra irott 1 vagy 0. Tekintsiink két
esetet: a.) amikor a négy goly6 kozil kettén 0 és kettdn 1, illetve b.) amikor a négy golyé kdzil harom
golyon 0 és egyen 1 szerepel.
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) )
0.0/0 .00

a.) b.)

2.1. &bra. A Hartley mérték illusztralasa

Gondolathan hajtsuk végre a kijel6lt feladatot, és b = 2 értéket feltételezve hatarozzuk meg a
valdszinlségi valtozok altal hordozott informéacio mértékét a Hartley féle definicio felhasznalasaval.
A feladat rendkivil egyszer(, hiszen a val6szin(iségi valtozé értékkészlete mind az a., mind a b. es-
etben L = 2, ami miatt az informaci6 mértéke pontosan egyenld 1-gyel, fliggetlendl attdl, hogy az
adott val6szin(iségi valtozonak milyen a statisztikaja. A Hartley-mérték tehat nem veszi figyelembe a
valészin(iségeket, ami jol érezhetd hiba, hiszen nyilvanvald, hogy a két eset kdzott jelentds kiilonbség
van.

2.2. A Shannon féle informaciomértek

Térjunk vissza az el6bbi példara, és prébaljuk feloldani a korabban emlitett ellentmondast, azaz vegyik
figyelembe az események valdszin(iségét is. Foglalkozzunk a b.) esettel, ahol a golydkon egy 1-es, és
harom 0-4s szerepel. Ha azt az eseményt vizsgaljuk, hogy a kihlzott golyon a cimke 1-es, akkor tudjuk,
hogy a véletlen esemény (egy golyd véletlen kivalasztasa négy koziil) négy lehetséges kimenetele
kozul csak egy van ilyen. Az is nyilvanvald, hogy a valdszinGségi valtozo éppen ekkora eséllyel venné
fel az 1 értéket akkor is, ha a négy kiilonb6z6 golyéra négy kilénb6z6 szam volna irva, és ezek kozil
csak az egyiken lenne 1-es. A Hartley &ltal bevezetett informéaciomérték ez utdbbi esetben éppen

log, (4) =2bit (2.3)

lenne, mivel a valészin(iségi valtozd értékkészletének a mérete (szamossaga) 4.

A 0 cimkéjli golydk kihtzasat vizsgalva megallapithatjuk, hogy most az a.) esettel szemben a
véletlen esemény négy lehetséges kimenetele kdzil harom olyan van, amikor a valészin(iségi valtoz6
értéke (a golyd cimkéje) 0. A fenti meggondolashoz hasonléan ezt Ugy is felfoghatjuk, mintha most
4/3 "lehet6ség" kozul egyet valasztanank, vagyis ilyenkor a Hartley éltal bevezetett informaciomeérték
éppen

log, (4/3) =0.415 bit (2.4)

lenne.

Ezekre a megfontolasokra tamaszkodva Shannon a valdszin(iségi valtoz6 altal hordozott atlagos
informacio értékét a fent kiszamitott értékek atlagaban hatérozta meg, vagyis szerinte az informacio
mértéke

% log, (4) + % log, (4/3) =0.811Dbit. (2.5)

Mindezt altalanositva a Shannon féle informaciomértéket az alabbi alakban adhatjuk meg:

L
— Y pilogy (p)  pi #0. (2.6)
=

2.1. Definicio
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2.2. &bra. A binaris entropia flggvény

Egy X val6szinliségi valtozé "'bizonytalansaganak' a mértéke, entropiaja az alabbi értékkel

adhat6 meg:
HX)=— 3 Px(x)log,(Px(x)) = E[~log, (Px (x))] (2.7)
x: Px(x)#0

azaz az entrépia a valoszin(iség b alapl logaritmusa minusz egyszeresének a varhatd értéke, de a
varhat6 érték szamitasakor a 0 valészin(iségli eseményekkel nem kell szamolni.

Természetesen a fenti definicid barmilyen val6szin(iségi valtoz6 esetére altalanosithatd, tehat példaul
egy kétdimenzids [X, Y] vektor valoszinliségi valtozo esetén

H(XY)=E[-logy(Pxy (xY)]=— D, Pxy(xy)logy(Pxy(x)). (2.8)

X,Y: Pxy (X,y)#0

Példa: A binaris entroépia fggvény.
Legyen az X valészin(iségi valtozd binaris, azaz két kildnbdzd értéket vegyen fel, x;-et és xo-t,
emellett legyen

PriX=x1)=Px(x1)=p és PriX=x)=P(x)=1—p. (2.9)
Ekkor a valdszin(iségi valtoz6 entropiaja (ha b = 2)
H (X) = —plog, (p) — (1 — p)log, (1 —p) =h(p). (2.10)

A binéris entopia flggvényt a 2.2. abran adtuk meg. Az abra jol mutatja, hogy a biztos esemény
(ha p=0 vagy p = 1) entrdpiaja nulla, és az egyenletes eloszlashoz (p = 0.5) tartozik a legnagyobb
bizonytalansag (entropia).

2.3. A Shannon féle informaciomértéekkel kapcsolatos néhany dsszefiig-
gés és egyenldtlenség
A fejezetben szerepl6 allitdsok megalapozasahoz elészor vezessiik be az Ugynevezett informacioelméleti

egyenl6tlenséget, amely tobb tovabbi 6sszefliggés bizonyitasanal jelent igen hasznos segitséget.
2.1. Segédtétel
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2.3. dbra. Az informaciéelméleti egyenl6tlenség illusztracioja

Az informacioelméleti egyenl&tlenség szerint igaz az alabbi dsszefliggés:

log(r) < (r—1)log(e), (2.11)
és az egyenldség akkor és csak akkor all fent, har = 1.
Bizonyitas
Tudjuk, hogy

In(r)<r-—1, (2.12)

és
Smep=t={2h sl e

igy

logy, (r) < (r—1)logy (e), (2.14)

és az egyenldség csak az r = 1 pontban all fent, amivel a segédtételt bebizonyitottuk.

A 2.3. dbran a fenti allitast illusztraciojat is megadtuk.

2.1. Tétel

Ha adott egy X diszkrét val6sziniiségi valtozo, amely L kilénbéz8 értéket vehet fel, akkor a
valészin(iségi valtozo bizonytalansagi (entropia) fliggvényére igaz az alabbi egyenl6tlenség:

0 <H(X) < logy (L), (2.15)
és a jobboldali egyenl8ség akkor és csak akkor all fent, ha Px (x) = 1/L.

Bizonyitas

A kovetkez8kben az egyszer(ibb jel6lések kedvéért az alabbi egyszerdisitést fogjuk alkalmazni:

Pelog(Re(9) = { TG B2 fORT Ot @16

és a logaritmus b alapjanak ismételt feltiintetésétdl is eltekintink.
Ezeket felhasznalva a tétel az alabbi modon bizonyithato:

H (X) —log (L) = — 3 (Px (x) log (Px (x))) — log (L ZF’x —log (Px (x)) —log (L)] =

X
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= [ZL—ZF’X(X)] log(e) = (1—1)log(e) =0, (2.17)
X X
és az egyenl8ség az informacioelméleti egyenldtlenség alapjan akkor és csak akkor all fent, ha

: 1=0; Py (x) = L 2.18
A azaz (X)_E' (2.18)

A tovébbiakban a jel6lések egyszerisitése érdekében Px (x) helyett egyszerlien P (x)-et fogunk
irni.
2.2. Definicio
Az X diszkrét valészinliségi valtozo feltételes bizonytalansaga (feltételes entropiaja) abban az
esetben, ha egy masik Y valdszinlségi valtoz6 éppen a Y =y értéket veszi fel, az alabbi médon
hatarozhat6 meg:
HX|Y=y)=— > P(x|y)log(P(x|y). (2.19)
X, P(xy)#0
Megjegyzendd, hogy ez a kifejezés felirhat6 ugy is, mint a val6szinlségi valtozé egy fliggvényének
a varhato értéke, azaz:
H(X|Y =y)=E[-log(P(X |Y=Y))]. (2.20)

A feltételes entropia értelmezéséhez idézzik fel az X és 'Y valoszinlségi valtozok egy F (X,Y)
fliggvénye feltételes varhat6 értékének a definicidjat abban az esetben, ha az egyik valészinliségi val-
toz6 éppen az Y =y értéket veszi fel. llyenkor

EFXY[Y=y)]= Y PKXyFKxYy), (2.21)
X; P(x]y)#0

ésaz F (X,Y) fuggvény feltétel nélkuli varhato értékét az

EFXY)]= Y EFXY|Y=yIR(y) (2.22)
Y, P(y)#0

hatarozza meg.
A 2.1. Tétel kdvetkezménye
Ha X egy L kimeneti lehet6séggel rendelkezd diszkrét valdszinlségi valtozo, akkor:

0<H(X|Y=y)<log(L), (2.23)

és a baloldali egyenlség akkor és csak akkor all fent, ha valamilyen x értékre P(x|y) =1, és a
jobboldali egyenlség akkor és csak akkor igaz, ha P(x |y) = 1/L.

2.3. Definicio

Egy X diszkrét valészinliségi valtozo feltételes bizonytalansagi (entrépia) fliggvénye, ha egy
masik Y diszkrét val6szinliségi valtozd ismert, az alabbi kifejezéssel hatarozhat6 meg:

HX|Y)= Y PyHX|Y=y), (2.24)
y; P(y)#0

ami mas formaban irva nem mas, mint

H(X[Y)=E[-log(P(X[Y)]=— 3, P(xylog(P(x|y)). (2.25)
Xy; P(xy)#0
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A kifejezés alapjan az X diszkrét valoszinliségi valtozo feltételes bizonytalansaga (entrdpiaja), ha
az Y valdszinliségi valtozd ismert a feltételes eloszlas logaritmusa minusz egyszeresének a varhatd
értéke. A feltételes entrdpiara érvényes az alabbi tétel.

2.2. Tétel

Két diszkrét valoszinliségi valtozo esetén igaz, hogy

0<H(X|Y)<H(X), (2.26)

és a jobboldali egyenl6ség akkor és csakis akkor all fent, ha X és 'Y statisztikailag fliggetlenek egymastol.
Bizonyitas

H(XY)—H(X) = E[-log (P(X[Y))] —E[-log (P(X))] =

_ _ PX) \]_ PXXOPY)\] _
=E[-log(P(X|Y))+log(P(X))]=E [Iog <P(X |Y)>] =E [Iog POX.Y) =
= 2 Pxy)log (W) < X Py (Pé,x)P(y) - 1) log (e) =
X¥; P(xy)#0 8% Xy P(xY)#0 (xy)
= Y (PXP(y)—P(xy))log(e) = (L—-1)log(e) =0, (2.27)
xy; P(xy)#0
és az informacidelméleti egyenl8tlenség alapjan az egyenléség akkor és csak akkor all fent, ha
P(xy) =PX)P(y), (2.28)
vagyis X ésY fiiggelenek egymastdl. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
A feltételes entrépia fogalmat a 2.4. abran illusztraljuk.
Megjegyzések a 2.2. Tételhez
A korabbi eredmények alapjan nyilvanvalo, hogy:
H(X|Y) < log(L), (2.29)

és az egyenl6ség akkor és csak akkor &ll fent, ha X egyenletes eloszlasi (P(x) = 1/L), és a két
val6szin(iségi valtozo fiiggetlen egymastol.
A feltételes entrépiara érvényes a
H(X|Y)>0, (2.30)

és az egyenl6ség akkor és csak akkor all fent, ha minden y; P(y) # 0 esetén van egy olyan x érték,
melynél P(x) = 1. Ekkor Y egyértelm{ien meghatérozza az X mindenkori értékét, azaz X Y determin-
isztikus fuggvénye, mert minden Y =y értékhez egy és csakis egy X = x érték tartozik.

A feltételes entrdpia fogalmat és szamitasi madjat két valdszinliségi valtozd esetén a 2.4. abran
illusztraljuk.

A feltételes entropia természetesen altalanosithatd kett6nél tobb valdszinliségi valtozo esetére is,
példaul harom valészinliségi valtozd esetében értelemszerlien érvényes az alabbi 6sszefiiggés:

H(X|YZ)=E[-log (Fqvz (X |YZ))] == 3,  P(xy2)log(P(x|y2).  (231)
XYz P(xy,2)7#0
2.4. Definicio
Az X diszkrét valdszinliségi valtozo feltételes bizonytalansaga (feltételes entrépiaja) abban az es-
etben, ha az Y val6szin(iségi valtozo ismert és a Z valoszin(iségi valtozo éppen a Z = z értéket veszi
fel, az alabbi kifejezéssel hatarozhat6 meg:

H(X|Y,Z=2)=E[~log (Pqvz(X|Y,Z=2)] (2.32)
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2.4. abra. Az X val6szin(iségi valtozo feltételes entropiajanak az illusztralasa

vagy
HX|Y.Z=2)=- 3 P(xy|2log(P(x|y.2). (2.33)
xY; P(xy|2)#0
A 2.2. Tétel 1. kbvetkezménye
A 2.2. tételbdl egyenesen kovetkezik, hogy fennall az alabbi egyenl6tlenség:

H(X|Y,Z=2<H(X|Z=2), (2.34)

s az egyenl@seg akkor és csak akkor all fent, haaz X és'Y valészin(iségi valtozok feltételesen fliggetlenek,
azaz
Pxyl2)=P(x|2P(y|2), (2.35)

minden X és y értékre.
Megjegyezziik, hogy a korabbi definiciok alapjan az X diszkrét valoszinliségi valtozo feltételes
entrépiaja, haaz Y és Z val6szin(iségi valtozok ismertek a kdvetkezéképpen hatarozhaté meg:

H(X|YZ)=E[-log (Pxyz(X|YZ))] = % P(2H(X|Y,Z=2) =
z, P(2)#0

- - 2 P(vavz) IOg (P(X’ yvz))‘ (236)
XY,z P(xy,2)#0

A 2.2. Tétel 2. kdvetkezménye
A 2.2. Tétel alapjan egyszeriien belathat6 az is, hogy

H(X|YZ)<H(X]|Y), (2.37)

és az egyenl6ség akkor és csak is akkor all fent, ha az X és'Y valdszin(ségi valtozok fiiggetlenek Z-tdl,
azaz
P(x,y,2) =P(xy)P(2). (2.38)

Mindez annyit jelent, hogy egy diszkrét valoszinlségi valtozd feltételes bizonytalansaga (feltételes
entrépiaja) egy Ujabb feltétel megjelenése esetén nem névekedhet.
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A fenti eredményeket érdemes kiegésziteni egy érdekes dsszefiiggéssel, amely egy vektor valoszin(iségi
valtozd entropidjanak kiszamitasat feltételes entropiak addicidjara vezeti vissza. Tekintsik az (Xg, Xz, ..., Xn)

ey

H (Xl,Xz,...,XN) = E[— |Og (PXL,XZ 77777 XN (Xl,Xz,...,XN))] (239)

értéket. Felhasznélva a feltételes valdszin(iség korabban ismertetett definiciojat a fenti kifejezés a

E [~ 109 (P, ... xu P (X1, X2, ..., XN))] =

=E [_ Iog {le (Xl) PXz‘Xl (XZ ’ Xl) P)%|X27X1 (X3 | X27X1) ~"PXN‘XN,1,...,X1 (XN | xN*l) 7X1)}} ’ (240)
amib6l egyenesen kdvetkezik, hogy

E[—10g (P ... xy P (X1, X2, ..., XN))] =

=E[—log (Px, (X1))]+E [—10og (P x, (X2 [ X1))] + ..+ E [—10g (Py s 1....x XN | Xn=1,--.X1)) ]

(2.41)

igy az (X1, Xz, ..., Xn) Vvektor valoszinliségi valtozo entrdpiaja valoban el6allithato additiv alakban,
miszerint;

H (X1, Xz, ..., Xn) =H (X1) + H (X2 | X1) +H (X | X2, X1) + ...+ H (Xn | Xno1, -, %) . (2.42)

Példa

A fent ismertetett fogalmak jobb megértése érdekében vizsgaljunk meg egy egyszer( példat. Tek-
intstink egy (X,Y,Z) vektor val6sziniiségi valtoz6t, amely egyenletes eloszlassal vesz fel az alabbi
értékeket: [0,0,0] [0,1,0] [1,0,0] [1,0,1], és szamitsunk ki néhany érdekes paramétert. Az adatokbol
nyilvanval6, hogy

1
P (0) =P (1) = 3, (2.43)
hiszen az X valoszin(iségi valtozo egyenletes eloszlassal vesz fel az 1 és 0 értéket.
A binéris entropiafliggvény alkalmazésaval:
H(X)=h(1/2)=1. (2.44)

Az Y valbszinlségi valtozé feltételes entropiddja, ha az X valoszin(iségi valtozo ismert, az alabbi
modon hatarozhat6 meg:

Rix(0]1)=1, ezért H(Y|[X=1)=0bit (2.45)
és
Rx(0]0)=1/2, ezért H(Y|X=0)=1Dbit, (2.46)
amibdl L L L
H(Y|X)=§H(Y\X:1)+§H(Y\xz0)=§bit. (2.47)

Vizsgaljuk meg ezutan a Z valészin(iségi valtozo feltételes entrdpiajat, ha az X és 'Y valdszinliségi
valtozo paros ismert. Ehhez szilkseglink van a Pzx v (2| x,y) feltételes eloszlas ertékeire. A korabbi
adatok alapjan:

P(z|xyy)=1 ha (xY,z)=(0,0,0), (2.48)
P(z|xy)=1 ha (xY,2)=(0,1,0), (2.49)

és L
P(z|xy)=7 ha (x%2)=(10,0) vagy (x%.2=(10,1). (2:50)
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Ezeknek az adatoknak a felhasznalasaval:

H(Z|X=0,Y=0)=0, (2.51)
H(Z|X=0,Y=1)=0, (2.52)
H(Z|X=1Y=0)=1 bit, (2.53)

vagyis a keresett feltételes entrépia:

1 1 1 1
H(Z|X.Y)=ZH(Z[X=0Y=0)+7H(Z|X=0Y=1)+ H(Z|X=1Y=0)= bit. (254

A harom valo6szin(ségi valtozo egyiittes entropidjat a lancszabaly alkalmazéséaval az aldbbi médon
szamithatjuk ki:

H(X,Y,Z) =H(X)+H (Y| X)+H(Z]|X)Y) = 1+%+% =2 bit. (2.55)
Erdekes megjegyezni, hogy
H(Y)=h(1/4)=0811 bit, (2.56)
és természetesen igaz, hogy
H(Y|X)= % <H(Y)=0.811 bit. (2.57)
Ugyanakkor fontos megallapitani, hogy
H(Y|X=0)=1>H(Y)=0.811 bit, (2.58)

vagyis a feltételes entropia értéke egy adott feltétel esetén nagyobb lehet, mint a feltétel nélkdli en-
tropia, tehat a korabban ismertetett egyenl6tlenség csak az atlagos feltételes entropiara érvényes, ah-
ogyan azt a 2.2. Tételben kimondtuk.

2.4. A kolcsonos informacio
A Shannon féle informacimérték felhasznaldsaval bevezethetjiik két valdszinlsegi valtozd kdlcsonos
informécidjanak a fogalmat.
2.5. Definicio
Két diszkrét val6szinliségi valtozd, X és'Y kdlcsonds informaciodja definicid szerint az alabbi érték:
OGY)=H(X)—H(X]|Y). (2.59)

A kolcsonos informacié értéke fliggetlen a valtozok sorrendjétél, mivel:

H(X,Y)=H(X)+H(Y|X)=H(Y)+H(X]Y), (2.60)
igy
H(X)—H(X]|Y)=H(Y)-H(Y|X), (2.61)
azaz
L(X;Y) =1(Y;X). (2.62)
Példa

Visszatérve a kordbban vizsgalt példara, ahol egy haromdimenzids diszkrét vektor valészin(iségi
valtoz6 paramétereit hataroztuk meg, az X és'Y valészin(iségi valtozdk kélcsonds informécioja egysz-
erfien szamithato, mivel:

H(Y)=0.811 bit, (2.63)
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és
L(X;Y)=H(Y)—H(Y|X)=0811-05=0.311 bit. (2.64)
2.6. Definicio
Vezessik be ezutdn az X és'Y diszkrét valdszinliségi valtozok kozotti feltételes kdlesonds infor-
maécidt, akkor, ha egy harmadik Z diszkrét valdszin(iségi valtozé éppen a Z = z értéket veszi fel:

1(X;Y|Z=2)=H(X|Z=2-H(X|Y,.Z=2). (2.65)

A Kkorébbi ismeretek alapjan konnyen eljuthatunk a feltételes kdlcsonos informéacio fogalmahoz az
alabbi definicio bevezetésével:

2.7. Definicio

Az X és'Y diszkrét valdszinlségi valtozok kozotti feltételes kdlcsonds informaciot, akkor, ha egy
harmadik Z diszkrét val6szinliségi valtozd ismert az alabbi dsszefuiggéssel definialjuk:

I(X;Y[Z)=H(X|Z)-H(X|Y,2Z), (2.66)
ami nem mas, mint
(XY [Z)=E[I(XY[Z=2]= ) P@IXY|Z=2). (2.67)
zP(2)#0

Természetesen a feltételes kolcsonds informacio értéke sem fligg a valtozok sorrendjétél, azaz
L(X;Y | Z)=1(Y;X]|2). (2.68)

A kolcsonos informéacid lehetséges értéktartomanyat a 2.3. Tétel hatarozza meg.
2.3. Tétel
Két diszkrét valoszinliségi valtozo, X és Y kdlcsonds informacidjara érvényes az alabbi egyen-
I6tlenség:
0 <1 (X;Y) <min[H (X),H(Y)], (2.69)

és a baloldali egyenl8ség akkor és csak akkor all fent, ha X és'Y statisztikailag fliggetlenek egymastol,
a jobboldali egyenl6ség pedig akkor és csak akkor all fent, ha Y egyértelm{ien meghatarozza X-et,
és/vagy X egyértelmiien meghatarozza Y-t.

Bizonyitas

A bizonyitas lényegében a kdlcsdnds informéacid definiciojabdl kdvetkezik, mivel a baloldali egyen-
16ség esetén fenn kell allni annak, hogy

H(X|Y)=H(X), (2.70)

ami akkor és csak akkor igaz, ha X és'Y statisztikailag fliggetlenek egymastol. A jobboldali egyenl6ség
esetén pedig

H(X]|Y)=0, (2.71)
ami akkor és csak akkor igaz, ha Y egyértelm{ien meghatarozza X-et. llyenkor azonban az is igaz,
hogy

FOGY)=1(Y;X)=H(X)=H(Y)-H(Y|X), (2.72)

amibdl nyilvanvald, hogy

H(X) <H(Y). (2.73)
Természetesen a fenti bizonyitasnal a valtozdk sorrendije felcserélhetd. Megjegyzendd, hogy abban az
esetben, ha X és'Y kolcsondsen egyértelmlien meghatarozzak egymast, akkor

H(X)=H(). (2.74)
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Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
A 2.3. Tétel értelemszer(en igaz a feltételes kdlcsonds informaciora is, miszerint:

0<IX;Y|Z=2)<minH(X|Z=2),H(Y |Z=72)], (2.75)

és
0<I(X;Y|Z)<min[H(X|Z),H(Y|2Z)]. (2.76)
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3. fejezet

A digitalis informaciok forraskodolasa

A fejezet célja az optimalis forraskddolasi eljarasok attekintése, és annak igazolasa, hogy a Shannon
féle informaciémérték valdban jél alkalmazhat6 gyakorlati feladatok megoldasara is.

3.1. Prefix-free kodok és a Kraft-egyenl6tlenség

Vizsgaljuk meg a 3.1. abréan lathat6 egyszer( forraskddolasi modellt. Legyen

e U aforrés altal generalt valdszinliségi valtozo, amelynek az értékkészlete {u, us, ..., ux },

e X; a kdd egy szimboluma (bet(ije), amely egy D-szintli ABC-bdl veszi fel az értékeit, azaz az
értékkészlete {0,1,...,D—1},

e Z a kddolo altal el6allitott valtoz6 hosszusagu kédszo,

e ésW a kdd hosszat mér6 valdszinliségi valtozd.
A forraskddolé mikodésének a mindségét a E[W]-vel, a kddsz6 atlagos hosszisagaval mérjuk.
Annal jobban miikadik a forraskédold, minél révidebb az altala kibocsatott kddszavak atlagos hosszUsaga,
a

K
EW] =Y wRy (u), (3.1)
i=1
ahol R, (u;)a forrés valdszinlségi eloszlasa, w; pedig az u; Uzenethez tartozd

Zi = {xil,xiz,...,xiwi} (3.2

kddsz6 hossza.
Kdvetelmények

e A forraskodoldnak olyan kodszavakat kell eldallitani, amelyek egyértelmien kétédnek egy-egy
lizenethez. Ez azt jelenti, hogy ugyanaz a kddsz6 nem tartozhat egynél tobb (izenethez.

e Nem lehet egyetlen olyan kdsz6 sem, amelyik el6zménye, prefix-e valamilyen masik kddszénak.
Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor az egymast kovetd kodszavak egyértelmii felismerhetésége
nem megoldhato.

A prefix-free kodok értelmezéséhez tekintsiink egy illusztrativ példat (lasd a 3.2. abrat).

Példa

A 3.2. bran két egyszer(i forraskddoldt mutatunk be, amelyek egy harom kimenett forras izeneteit
kodoljak. Az A kodolé altal el6allitott kodszavak egyike sem el6zménye (folytatasa) egy masik kod-
szénak, mig a B kddol6 esetében az u; Uzenethez tartozd z; = (1) kddszé el6zménye az us Uzenethez
tartoz6 zz = (1, 1) kddszonak. Nyilvanval6, hogy a kodszavak egymds utan irdsakor, példaul a
{...,0,0,1,0,0, 1, 1,...} sorozat esetében nem lehet eldonteni, hogy az {...,uy, Uz, Uy, U1, U1,...}
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U Z:[Xl,XZ,...,Xw]
Forras - Kédolo [—

3.1. abra. A forraskddold modellje

A kddold B kodolo

U Z u z

Ug 0 Ui 1

u2 10 Uy 00

U3 11 ] 11
prefix-free kéd nem prefix-free kod

3.2. dbra. A prefix-free kddolas illusztralasa

vagy az {...,Uz, Uz, Uz, Us,...} VoIt az eredeti Uzenet, mivel a két egymast kovetd 1-es egyarant jelen-
thet két egymast kovet6 u;-es vagy egy uz-as lizenetet.

3.1 Definicio

Egy N mélységl D szint( teljes fa olyan graf, amely egy kézds gyokérbdl ered, minden bels6é
csomopontjabol éppen D szamu elagazas indul és DN levele, olyan terminalis csomopontja van, ame-
lynek a tavolsaga a gyokért6l N.

A 3.3. dbran egy ilyen teljes fat dbrazolunk, D = 3 és N = 2 esetben.

Minden D szint(i prefix-free kdd kolcsondsen egyértelmiien hozzarendelhetd egy D szintii fa ter-
minalis csomopontjaihoz, ha az elagazasokhoz a kddszavak egyes betlit rendeljuk. A 3.4. abran ezt
illusztraljuk D = 3 és N = 2 esetben, ha a kddszavak szdma 5. Az abran két egyelemi és harom
kételem(i kodszé lathatd. A kddsz6 ABC-jének a mérete D = 3.

Kraft-egyenl6tlenség

A Kraft-egyenl&tlenség tétele kimondja, hogy akkor és csak akkor létezik egy D szintli {wy, wa, ..., wk }

kddszohosszakkal rendelkezd prefix-free kod, ha teljesil a
K
z D™<1 (3.3)
i=1

Kraft-egyenl6tlenség.

Bizonyitas

Tudjuk, hogy egy N mélységii D szintii teljes fa terminélis csomdpontjainak a szama DN. Ha erre
a fara egy w hosszUsagi kadszot illesztiink oly médon, hogy a kddsz6t egy olyan belsé csomopon-
thoz rendeljik, amely a gydkért6l w tavolsagra van, azaz a teljes fa bels6 csomépontjabdl terminalis
csomdpontot hozunk Iétre, akkor a fa minden olyan agat "le kell vagnunk", amelyik a teljes fan ebb6l a
belsé csomopontbdl szarmazott. Nyilvanvald, hogy ebben az esetben a eredeti teljes farol DN~ szamd
terminalis csomdpontot "vagtunk" le (w < N).
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Terminalis csomdpontok
Bels6 csomopontok Levelek

Gyokér

3.3. dbra. Egy N = 2 mélység(i D = 3 szint(i teljes fa

Tételezzik fel, hogy van egy D szintl {wy,ws,...,wk } kodszéhosszakkal rendelkezd prefix-free
kod, és ennek minden kodszavat illesztjik az N mélységli D szint( teljes fahoz a fent emlitett mo-
don, egyuttal feltételezziik, hogy N = max; {w;}. Mivel egy w; hosszisagu kodszo illesztése esetén
éppen DN=W szadmd terminalis csomopontot "vagunk” le a farol, biztosan fenn kell allni az alabbi
egyenl6tlenségnek

DN-Wi y pN-W2 4 DN-W < DN, (3.4)

ugyanis a "levagott" terminalis csomdpontok szdma nem lehet nagyobb az N mélységd teljes fa ter-
minalis csomoépontjainak a szamanél. Ezzel az allitas els6 részét, tehat azt, hogy minden D szintl
{wi, Wy, ...,wk } kodszéhosszakkal rendelkezd prefix-free kdd teljesiti a Kraft-egyenl6tlenséget bebi-
zonyitottuk. A kovetkezOkben az allitds méasodik részét kivanjuk igazolni, tehat azt, hogy minden
kad, amely teljesiti a Kraft-egyenl6tlenséget egyuttal D szintl {wy,ws, ..., wk } kédszéhosszakkal ren-
delkezd prefix-free kod.

Legyen az a feladat, hogy generaljunk egy D szint( {wy,ws,, ..., wk } kddszohosszakkal rendelkezd
prefix-free kodot. Rendezziik nagysagrendi sorrendbe a kddhosszakat {wy <w, < ... <wk }, és legyen
N = wk.

Hajtsuk végre ezutan az alébbi algoritmust:

e Legyen a kezdeti Iépésben i = 1.

e * Valasszunk ki az N mélység(i D szint(i fan egy Z; még megmarad6 (talél6) csomodpontot ugy,
hogy a csomépont tavolsaga a gyokértél legyen w; (w; < N), és "vagjuk le" a fa minden olyan agat,
amelyik a Z; csomopontbdl ered. Allitsuk meg az algoritmust, ha nincsen olyan ti1é16 csomépont,
amelyik ebben a lépéshen az algoritmushoz sziikséges.

e Hai =K, akkor fejezziik be az algoritmust, ellentétes esetben noveljiik meg az i értékét i + 1-re,
és térjiink vissza a *-gal jel6lt lIépéshez.
Ebben a fazisban biztosan teljesiil az alabbi egyenl6tlenség:

i
DN — (DN - DN 4 4+ DNM) = DN (1 -y D‘Wi) >0, (3.5)
=1

ami azt jelenti, hogy amennyiben eljutunk az i = K-ig, akkor teljesiil a Kraft-egyenl&tlenség, ha nem,
akkor viszont nem lehet ilyen paraméterekkel rendelkez D szintl {w,wo, ...,wk } kddsz6hosszakkal
rendelkezé prefix-free kodot létrehozni. Erdemes megjegyezni, hogy amennyiben i < K esetén van
még N mélységU tuléld csomopont, akkor ebben a fazisban mindenképpen kell lenni olyan csomépont-
nak is, amelynek a mélysége < N.
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Terminalis csomdpontok

Kodszavak
0

————————o U (Zl)

0

————o U (22)

o U3 (23)

Wy (24)

Gyokeér 1

2

e Uy (25)

3.4. abra. Egy N = 2 mélység(i D = 3 szint(i fa hozzarendelése egy 6telem( prefix-free kddhoz

L up (21) U Z
0
Ug 0 0
Ll W (22) Up 1
1 us | 1 0
— % . w3 (z3) Uy | 1 1 0
1 i s | 1 1 1 0
—— W (24)

% Us (Zs5)

3.5. dbra. Prefix-free kdd konstrukcidja binaris fan

Ezzel az &llitds masodik felét is igazoltuk, azaz a tételt bebizonyitottuk.

Példa

Konstruéljunk egy binéris (D = 2) prefix-free kodota {w; =2, wp =2, w3 =2, wy =3, ws =4}
paraméterekkel. Mindenek el6tt vizsgaljuk meg azt, hogy teljesil-e a Kraft-egyenl6tlenség. A szamitas
alapjan igaz, hogy
1 1 1 1 1 15

R R | 3.6
. R ST T AN (3.6)

M

azaz a Kraft-egyenl6tlenség teljesll, igy biztosan igaz, hogy ilyen paraméterekkel lehet prefix-free
kodot generalni. A kdd létrehozasat, illetve a fent bevezetett algoritmus alkalmazasat a 3.5. abran
mutatjuk be.

3.2. Gyokeres fa valoszintségekkel

A gydkeres fa valoszin(iségekkel olyan véges fa tipusu gréaf, amelynek minden csomoépontjahoz nem
negativ szamokat rendeliink az alabbi szabalyok szerint:

e A gyokér valdszinisége 1.

e Minden csomdpont val6szinlisége azonos a csomdponthoz tartoz6 részfa (a csomopontbol induld
fa) valdszinliségeinek az dsszegével.
A 3.6. abran a gyokeres fa valosziniiségekkel fogalmara adunk meg egy példat.
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0.6 —0.3

3.6. dbra. Példa a gyokeres fara valdszinliségekkel

Az Uthossz segédteétel

Egy val6szinlségekkel felcimkézett gyokeres fan a terminalis csomoépontok E [W] atlagos tavol-
saga a gyokeértdl (ahol W az Ut hosszat jelzd valoszinliségi valtoz6), azonos a nem terminalis csomdpon-
tokhoz rendelt val6sziniiségek dsszegével, nem terminalis csomépontnak tekintve a gyokeret is.

Bizonyitas

Minden bels6 csomopont val6szinlisége azonos a csomoponthoz tartozé részfa (a csomépontbdl
indulé fa) valosziniiségeinek az dsszegével. Egy a gyokeértél d tavolsagra 1év6 terminalis csomépont-
bol a gyokeérig vezet6 Ut éppen d belsé csomopontot érint (ennyi csoméponton halad keresztiil), éppen
ezért a terminalis csomdpont valdszinlisége éppen d-szer szerepel a kdlonbozé belsd csomdpontok
valészinliségeinek az 6sszegében. Mivel a gyokértdl mért atlagos tavolsag nem mas, mint a ter-
minalis csomépontok tavolsaga és valoszinlisége szorzatanak az 6sszege, ez az 6sszeg azonos a belsé
csomadpontokhoz rendelt valdszinlisegek 6sszegével beleértve a gyokeret is. Ezzel az allitast bebi-
zonyitottuk.

Példa

A 3.6. dbran bemutatott példa esetén ez a kovetkez6képpen szdmithaté: E(W] =1+0.1+0.3+
0.6+06=0.1x2+0.2x2+0.1x2+0.3x3+0.3x3=2.6,aholW az (it hosszat jelz& valoszin(iségi
valtozo.

Entrépia (bizonytalansagi) fliggvények a gyokeres fan

Ha van egy val6szin(iségekkel felcimkézett gyodkeres fa, amelynek T szamd terminalis csomépon-
tja van éppen py, p2, ..., pr valdszinlségekkel, akkor a terminalis entrépia a

T
Ho=— >, pilog(p) (3.7)
i pi#0
Osszefiiggéssel hatarozhatd meg.
Tételezzik fel, hogy ez a gyokeres fa N szamu belsd (nem termindlis) csomdponttal rendelkezik, és
ezek val6sziniiségei rendre a pi, p5, ..., py értékek, valamint tudjuk, hogy > p, = E[W], a terminélis
csomdpontok atlagos tavolsaga a gyokeértdl, akkor a k-dik belsd csomoponthoz rendelt elagazasi en-

trépiaa
Lk . .
Ok Ok
i ag#0 Pk P
kifejezéssel szdmithato, ahol pj a belsé csomdpont val6szin(isége, gx; az adott belsé csomdpontbdl
kiindulo j-dik ag végén talalhat6 val6szin(iség értéke, Ly pedig az ilyen agak szama.
Példa
Szamitsuk ki a fent bevezetett értékeket a 3.7. abran bemutatott példa esetén.
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—0.1

® A belsd csomdpont sorszama

ﬁ“O-Z P = Qo1+ C22; L2 =2
@ 2
@)——03m

07 —+04 02
P,

3.7. dbra. Példa a valészinliségekkel felcimkézett gydkeres fa entropiainak a szamitasara

Az abrén lathaté esetben az egyes entropiakat az alabbi médon hatarozhatjuk meg:

T
Hi=— Y pilog(pi) =1.846bit, (3.9)
i; pi#0

SOy O
Hi=— 3 —'log (,’) = —0.1log(0.1) —0.2l0og (0.2) — 0.7l0og (0.7) = 1.157 bit, (3.10)

Js qj#0 P1 Py

Ly . )
%j [ %j 03, (03\ 04 (04 ,
Hy =— — 109 () =—g5=log ( ——log( -~ ) =0.985bit. (3.11)
i q%#) P [ 0.7 0.7) 0.7 0.7
Megjegyzés

A fenti eredmények alapjan fontos megjegyezni, hogy a valdszinliségekkel felcimkézett gydkeres
fa entropia fliggvényei kozott fennall az alabbi Gsszefiiggés:

Lk
PcHk=— . akjlog (ki) + plog (py) . (3.12)
j5 Gkj#0

ami a 3.8. egyenletbdl trivialisan kdvetkezik.

3.1. Tétel

Egy valészinliségekkel felcimkézett gydkeres fa termindlis entrdpidja (terminalis bizonytalansagi
mértéke) azonos a nem terminalis csomopontokhoz tartozo elagazasi entropiaknak (bizonytalansagok-
nak) az adott csomoponthoz tartozo val6szin(iséggel sulyozott dsszegével, azaz:

N
He= Y piHe (3.13)
k=1
Bizonyitas
A |-dik belsg csomopont esetében pjlog (pl’ ) természetesen része a fenti 6sszegnek. Ugyanakkor
p| egyuttal egy oj eleme egy el6z6 elagazasnak, igy a fenti megjegyzés alapjan megjelenik az ered
0sszegben ennek az értéknek az ellentétes el6jelli parja, igy ezek 6sszege 0. Az 0sszes belsd csomodpon-
tra torténd 0sszegezés utan csak a terminalis csomoépontokhoz tartozé p;log (p;) szorzatoknak és a
gyokér p'log (p') szorzatdnak nem lesz ellentétes el6jel(i parja, azaz a maradék valéban

N
He =Y piH. (3.14)
k=1

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.



3.3. A PREFIX-FREE KODOK ATLAGOS HOSSZANAK ALSO KORLATJA 31

3.3. A prefix-free kddok atlagos hosszanak alsé korlatja

Jel6ljuk egy K értékkészlet(i U valdszin(iségi valtozé D-szint(i prefix-free kddjanak atlagos sz6hosszat
E [W]-vel. A korabbi eredményekbdl kdvetkezik, hogy ha Ry (u) az U valdszin(iségi eloszlasa, akkor
fennallnak az alabbi dsszefiiggések:

H,=H(U), (3.15)

Hy < log (D), (3.16)

és az egyenldség akkor és csakis akkor all fenn, ha az k-dik csomdpont belsd elagazasa egyenletes
eloszlasu, valamint ebbdl kévetkezben

N N
H(U)=H:= ) piHk <log(D) Y’ p = log (D) E W]. (3.17)
k=1 k=1

3.2. Tétel

Egy K értékkészlet(i U valdszinliségi valtozd D-szint(i prefix-free kddjanak atlagos sz6hosszara,
(E[W])-re fennall, hogy
H(U)
log (D)
ahol az egyenl&ség akkor és csakis akkor all fent, ha minden kddsz6 barmely részeleme utan a kdvetkez6
kodbeti a D lehetséges érték kozil egyenletes eloszlassal sorsolddik ki, azaz minden eldgazasi entrdpia
maximalis. A tétel a fent megadott dsszefliggések alapjan egyszeriien belathato.

EW] > (3.18)

3.4. A Shannon-Fano prefix-free kod

Ebben a fejezetben megmutatunk egy eljarast arra, hogy miként lehet egy “elegendden jé", de nem
feltétlenul optimalis prefix-free kodot konstrualni egy K értékkészletl, R, (u) val6szinlségi eloszlassal
rendelkezd U val6szin(iségi valtozot generald forrashoz. Ha a forras éppen Ry (u;) eséllyel az U = u;
értéket allitja el6, akkor ez ugy is értelmezhetd, minha egy L = 1/R, (u;) értékkészletli, egyenletes
eloszlasu valdsziniiségi valtozo vette volna fel az U = u; értéket. Nyilvanvalo viszont, hogy egy L
értékkészletd, egyenletes eloszlasu forrashoz rendelt kdd, amelynek minden szimb6luma egy D méreti
ABC-b0l veszi fel az értékeit legalabb

w; = [logp L] (3.19)

hosszlsagu kodszavakat igényel, ahol [x] az x val6s szamnal nagyobb vagy azzal egyenld egész érték.
Felhasznalva a fenti dsszefliggéseket, atalakitasok utan az alabbi eredményre jutunk:

w = [togo 17 ) | = 1=toso Ry (w1 = |5 E0. (3.20
Mivel x < [X] < x4+ 1, ezért
w; > —logp (Ry (W), (3.21)
és K kadszo esetén
i D™V < i D90 (Ru (W) — i R () =1, (3.22)
i=1 i=1 i=1

amibdl a Kraft-egyenl6tlenség alapjan biztosan kdvetkezik, hogy ilyen prefix-free kéd létezik. A
szohosszra vonatkozo korabbi egyenlet alapjan igaz az is, hogy

_ —log (R, (w))

Wi < log (D) +1, (3.23)
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L’ 0.4 u (W1:2)

0.7

I 0.3 w (W2:2)

L' 0.2 ug (W3=3)
0

0.3 1 1 0.1 Ug (W4:4)

0.1 0
3.8. abra. A Shannon-Fano kéd generalasanak illusztracidja

amib0l Ry (uj)-vel torténd szorzas, és i szerinti 0sszegzés utan az alabbi eredményhez jutunk:

K
lo H(U
W= Y W (u <2(9(§”+1)Pu< )= nW i @)
i=1

Az igy konstrualt kddot Shannon-Fano kédnak nevezziik.

A K értékkészletl valoszin(iségi valtozo kodolési tétele

A Shannon-Fano kédkostrukcio alapjan megallapithatjuk, hogy egy K értékkészlet(i U val6szin(iségi
valtozéhoz rendelt optimalis D méret(i ABC-vel rendelkez6 prefix-free kdd teljesiti az alabbi egyen-
I6tlenséget:

H () H (V)
<E|W
0g®) = 5™ < iog D)
A tétel bizonyitasa a Shannon-Fano kod konstrukcidjabol egyenesen kovetkezik.
Példa
Elemezziink ezutan egy illusztrativ példat. Legyen K =4,D =2¢és {R, (u1) = 0.4, Ry (uz) = 0.3,
Ry (uz) = 0.2, Ry (ug) = 0.1}. A Shannon-Fano kodolési szabaly alapjan, miszerint

[ log(Ru (ui))
= (—.g(aﬂ ’ (3.26)

az egyes kddszavak hosszéra a {w; =2, wp =2, w3 =3, wy =4} érték adodik. Magat a kodot a
3.8. abran egy binaris fan adtuk meg, a prefix-free kddok eléallitasara vonatkozd korabbi szabaly
alkalmazéséval

+1. (3.25)

ey

EW|=1+0.7+0.3+0.3+0.1=2.4, (3.27)
H(U)=—[0.4log, (0.4) 4 0.3log, (0.3) +0.2l0g, (0.2) + 0.1log, (0.1)] = 1.846 bit, (3.28)
amibdl val6ban igaz, hogy
H () H(U)
log (D) 1846 <EW]=24< log (D) 1=2.846 (3.29)

3.5. Huffman-kddok, valtozo hosszusagu optimalis prefix-free kodok

Célunk olyan algoritmus kidolgozasa, amely segitségével adott forrashoz optimalis valtozd hosszlsagu
prefix-free kodot tudunk rendelni. A forrés K értékkészlet(i U valdszinliségi valtozot allitelo Ry (u;), i=



3.5. HUFFMAN-KODOK, VALTOZO HOSSZUSAGU OPTIMALIS PREFIX-FREE KODOK 33

0 0
— or
1 1
L » e U

3.9. abra. A 3.1. Segédtétel illusztracioja

0 0
e U () — Uk-1 (Z-1)
] vagy — 4
1 1
e Uk-1 (Z-1) e Uk ()

3.10. abra. A 3.2. Segédtétel illusztracioja

1,2,...,K val6sziniségi eloszlassal, és ehhez D szinti ABC-vel rendelkez6 optimalis valtozé hosszlsagu
kodot kivanunk Iétrehozni. A feladatot el6sz6r binaris kod-ABC esetében oldjuk meg, azaz D = 2.

Binaris Huffman-kaéd

A feladat megoldasa el6tt mondjunk ki két segédtételt.

3.1. Segédtétel

Az U valészin(iségi valtozohoz rendelt optimalis binaris prefix-free kodot tartalmazo binaris fan
nincsen nem hasznalt terminalis csomopont.

A segédtétel a 3.9. dbra alapjan igen egyszerlen belathatd, ugyanis, ha a binaris fa egyik termindlis
csomdpontjahoz nem rendeliink kddsz6t (az abran az (res korrel jelzett terminalis csomoponthoz nem
tartozik kodszé (forrasszimbolum), mig a tele korrel jelzett csomdponthoz az u; forrasszimbdlum tar-
tozik), akkor az uj-hez tartoz6 kddszo utolso kddbetlije elhagyhato, tehat az adott kddsz6 egy betivel
rovidebb lehet. Ebbdl az kodvetkezik, hogy optimalis prefix-free kod esetén nem lehet nem hasznalt
terminalis csomopont a kddhoz rendelt gyokeres fan.

3.2. Segédtétel

Az U valbszin(iségi valtozohoz rendelt optimalis binaris prefix-free kod esetén a két leghosszabb
kddszé azonos hosszlsagu és csak az utolsd betiiben kiilonbdzik egymastol.

A 3.2. segédtétel a 3.10. abra alapjan szintén igen egyszer(ien belathat6. Tételezziik fel, hogy a
forras altal el6allitott szimbélumokat valdszin(iségeik szerint sorbaallitottuk, azaz

RU (k) <R (Uk-1) <, SRU (W), (3.30)

és legyen z, (i=(K—1) vagy i=K) a kddolo altal el6allitott optimalis prefix-free kod egyik
leghosszabb kddszava. Ekkor csak az abran feltiintetett kétféle eset fordulhat eld, vagyis a két legkisebb
val6szin(iségl forrasszimbolumhoz rendelt kddszonak kell a leghosszabbnak lenni, kiillénben az atla-
gos kodszdhossz nem lehet minimalis. Ugyanakkor a 3.1. segédtétel kovetkezményeképpen, mivel a
binéris fa minden terminalis csomépontjahoz kodszét rendeliink, a két legkisebb valészinliségi for-
rasszimbélumhoz rendelt kddsz6 azonos hosszisagu és olyan terminalis csomépontokhoz tartozik,
amelyek csak az utolsé Iépésben dgaznak el, azaz a kddszavak csak az utolsé kddbetliben kilinb6znek
egymastol.
A binaris Huffman-kdd algoritmusa
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3.11. &bra. A binaris Huffmam-algoritmus méasodik 1épésének az illusztracioja

Ezek alapjan mddunk van arra, hogy létrehozzuk azt az algoritmust, amely a binaris Huffman-kod
el6allitasat lehetbvé teszi. A feladat nem jelent mast, mint egy olyan optimalis binaris prefix-free
kdd generdlasat, amelynek az atlagos szohossza E[W] adott Ry (u;) és K esetében minimalis. Az
Uthossz altétel alapjan tehat olyan valdszin(iségekkel felcimkézett binaris gyokeres fat kell konstrual-
nunk, amely éppen K terminalis csomdponttal rendelkezik, és amelyre igaz, hogy a bels6 csomoépontok
val6szinliségeinek az 6sszege (beleértve a gyokeret is) minimalis.

A binéaris Huffman-algoritmus az alabbi Iépésekbdl all:

e Jeldljlink ki K terminalis csomdpontot és rendeljiik hozzajuk az uy, up, ... uk forrdsszimbélumokat
gy, hogy a forrasszimbdlumok az el6allitasi val6szinliségeik alapjan csokkend sorrendben legyenek
rendezettek (Ry (u1) > Ry (U2) > ... > Ry (uk—1) > Ry (uk)). Nevezzik ezeket a csomopontokat
aktiv csomépontnak.

e * Képezziink egy Uj csomdpontot oly modon, hogy 6sszekotjik a két legkisebb valészinliségl ak-
tiv csomopontot, és cimkézzik fel ezt az (j csomopontot a két aktiv csomopont valdszinliségeinek
az 6sszegével (lasd a mellékelt dbrat). Toroljuk a két csomdpontot az aktiv csomopontok listajaral,
és vegyUk fel a listara az Gj csomopontot.

e Ha nincs mar aktiv csomdpont, akkor az utolsénak generalt Uj csoméponthoz rendeljik hozzé a
gyokeret, és fejezziik be az algoritmust. Ha van még aktiv csomépont, akkor és térjink vissza a
*-gal jelolt Iépeshez.

Példa a binaris Huffman-kéd generalasara

Legyenek a K = 6 értékkészlet(i forras adatai a kdvetkez6k: Ry (us) =0.05, Ry (us) =0.1, Ry (us) =
0.15, Ry (u3) =0.2, Ry (wp) =0.23, Ry (uy) =0.27, és az a feladatunk, hogy a Huffman-algoritmus
felhasznalasaval hozzunk Iétre optimalis binaris prefix-free kodot.

A kod generalasat a 3.12. abraval illusztréaljuk:

Szabalyaink szerint az eljarast a két legkisebb valdszinliséggel felcimkézett terminalis csomdpont-
tal kezdjuk, azokkal, amelyek val6szin(isége Ry (us) = 0.05 és Ry (us) = 0.1. Ezutén e két csomopontot
kozositjik, és létrehozunk egy Uj aktiv csomopontot R, (us) + Ry (Us) = 0.05+0.1 = 0.15 val6szindiséggel.
Ezutdn a két eredeti csomédpontot téroljik az aktiv csomdpontok listajarol, és az Uj csomdpontot
felvesszik a listara.

A kovetkez6 l1épéshen kivalasztjuk a két legkisebb val6sziniiség(i aktiv csomdpontot, ez esetiinkben
az el6bb Iétrehozott Gj csomopont és a Ry (us) = 0.15 valdszinliségli eredeti csomépont. E Kettd
egyesitésével létrehozunk egy Uj csomépontot, amelynek éppen Ry (us) + Ry (us) + Ry (us) = 0.05+
0.1+0.15=0.3lesz a valdszinlisege. Ismét toroljiik a két csomodpontot az aktiv csomédpontok listajarol,
és az Uj csomopontot felvesszik a listara.

Az eljarast hasonlé modon folytatjuk mindaddig, amig aktiv csomépontot taldlunk. Az eljaras
soran egy valészinliségekkel felcimkézett gyokeres fat kapunk, amirdl a kddszavak leolvashatok. Az
abran megadtuk a létrehozott kod jellemzd paramétereit, a E[W] ésa H (U) értéket.

Nem binaris Huffman-kod

Az el6bb targyalt feladat utan most foglalkozzunk a forrdshoz nem binaris kodszavakat rendel6
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3.12. dbra. Példa a binaris Huffman-kod eldallitasara
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3.13. dbra. A 3.3. Segédtétel illusztracidja, D =3,q=1

Huffman-kdd generalasaval. A feladat megoldasa el8tt most is mondjunk ki néhany segédtételt.

3.3. Segédtétel

Egy D szintli gyokeres fa terminalis csomoépontjainak a szdma D + (D — 1) g, ahol g a bels6 (nem
terminalis) csomdpontok szama a gydkéren kivil. A 3.3. segédtétel allitasat a 3.13. abran illusztraljuk.

A segédtétel igen egyszer(en igazolhat6, mivel nyilvanvald, hogy a gyokérbél elindulva az els6
Iépésben éppen D szamu terminalis csomépontot kapunk, majd egy Ujabb elagazaskor ismét D szamu
0j terminalis csomopont keletkezik, viszont az a korabbi terminalis csomoépont, amelyikbdl az elagazas
kiindult belsd csomopontta valik, azaz minden Gjabb elagazas esetén a terminalis csomdpontok szdma
D — 1-gyel, a belsé csomépontok szdma pedig 1-gyel n6. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

3.4. Segedtétel

Az U valdszinlségi valtozéhoz rendelt optimalis D szint( prefix-free kddot tartalmazo fan legfel-
jebb D — 2 nem hasznalt terminalis csomépont van, és ezek tavolsaga a gyokértdl maximalis és egy-
forma. A 3.4. segédtétel allitasat a 3.14. abran illusztraljuk.

A 3.4. segédtétel az abra alapjan igen egyszer(ien belathat6, ugyanis, ha a nem binéris fa utolsé
elagazasanal csak az egyik terminalis csoméponthoz rendeliink kodszét, vagy egyikhez sem (az abran
az Ures korrel jelzett termindlis csomoponthoz nem tartozik kddszo (forrasszimbolum), mig a tele
korrel jelzett csomdponthoz az u; forrasszimbélum tartozik), akkor az u-hez tartoz6 kdédsz6 utolso
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3.14. dbra. A 3.4. segédtétel illusztracidja, D =3

kodbetiije elhagyhato, illetve erre az elagazasra nincsen sziikség, tehat az adott kodszd egy betlivel
rovidebb lehet. Mivel ilyen eset csak az abran bemutatott kétféle helyzetben johet létre, ebbdl az
kovetkezik, hogy optimalis prefix-free kdd esetén nem lehet D vagy D — 1 szdmd nem hasznalt ter-
minalis csomopont a kodhoz rendelt gyokeres fan, azaz a nem hasznalt terminalis csomdpontok szama
legfeljebb D — 2 értékd lehet.

A nem hasznélt terminalis csomdpontok optimalis prefix-free kod esetén természetesen a gyokértol
a legtavolabb vannak, ellentétes esetben a kdd nem lehet optimalis. Ugyanis a nem hasznalt terminalis
csomopontok tavolsaga a gyokértél nem noveli az atlagos szohossz értékét (ezekhez 0 valdszinliséget
rendeliink), viszont, ha egy nem hasznalt terminalis csomoépont kdzelebb lenne a gydkérhez, akkor
egy nullanal nagyobb valészinliségli kodsz6hoz kellene rendelni a gyokértél maximalis tavolsagban
lévé termindlis csomépontot, ami biztosan nagyobb atlagos hosszUsagu, tehat nem optimalis kddhoz
vezetne. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

A fenti ket segedltétel segitségével K és D ismeretében az U valoszinliségi valtozohoz rendelt op-
timalis D szint( prefix-free kodot tartalmazé fa nem hasznalt terminalis csomdpontjainak a szdma
meghatarozhatd.

3.5. Segédtétel

A K értékkeészletli U val6szin(iségi valtozéhoz rendelt optimalis D szint(i prefix-free kodot tartal-
maz6d fa nem hasznalt terminalis csomopontjainak a szama az

r=Rp_1[(K—D)(D-2)] (3.31)
kifejezéssel hatarozhat6 meg, ahol R; (]) j-nek az i-vel torténd egész értékii osztasa utani maradék.
Bizonyitas
Jel6ljuk r-rel a nem hasznalt terminalis csomopontok szamat, legyen az U valoszinlségi valtozo

értékkészletének a mérete K, és legyen a kéd ABC-jének a mérete D. Ekkor a nem hasznalt terminalis
csomépontok szama az

r=termindlis csomdpontok szédma—K=[D+q(D-1)]-K (3.32)
kifejezéssel hatarozhaté meg. Emellett tudjuk, hogy optimalis kéd esetén
0<r<(D-1), (3.33)

amibél
D+(q—-1)(D—-1)<K<D+q(D-1). (3.34)

Felhasznalva a terminalis csomodpontok szdméra vonatkozé dsszefliggést az

r=[D+q(D-1)]—K, (3.35)
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illetve atrendezés utan a
D—-K=—-q(D-1)+r (3.36)

kifejezéshez jutunk. Felhasznélva azt a tényt, hogy 0 <r < (D — 1), megéallapithatjuk, hogy r értéke
nem mas, mint (D — K)-nak (D — 1)-gyel torténd egész értékii osztasa utani maradék, amit az

r= RD,]_(D—K) (3.37)

kifejezéssel jelolink.
Mivel az egész érték{i osztds utani maradék nem valtozik akkor, ha (D — K)-hoz hozzéadunk egy
olyan szdmot, ami (D — 1)-gyel maradék nélkil oszthato, r értéke az

r=Rp 1[D—K+(K—D)(D-1)]=Rp 1[(K—D)(D-2) (3.38)

egyszer(i 6sszefliggéssel meghatarozhatd. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

3.6. Segédtétel

A K értékkészletli U val6szinliségi valtozohoz hozzéarendelhetd egy olyan optimalis D-szint(i ABC-
vel rendelkez6 prefix-free kod, amelynek a (D —r) legkisebb valdszinliségli kddaszava maximalis
hosszUsagu, és csak az utolso betliben kulonbozik egymastol.

A 3.6. segédtétel a 3.2. segédtételhez hasonldan egyszer(ien igazolhatd. Tételezziik fel, hogy a
forras altal el6allitott szimbdélumokat az el6allitas valoszinliségei szerint sorbaallitottuk, azaz

R (uk) <Ry (uk-1) < ... <Ry (w), (3.39)

éslegyenz, (i=(K—D+r+1) vagy i=(K—D+r+2) vagy,...,vagy i =K) akaddolo altal
elallitott optimalis prefix-free kod egyik leghosszabb kddszava. Nyilvanvald, hogy a D —r szamu
legkisebb valdszinlisegii forrasszimbolumhoz rendelt kodszdnak kell a leghosszabbnak lenni, kilon-
ben az atlagos kddszohossz nem lehet minimalis. Ugyanakkor a 3.5. segédltétel kovetkezményekép-
pen a D szintl fa r szamd terminalis csomépontjat nem hasznaljuk, igy az utolsé elagazas utan
csak D —r szamu terminalis csomoponthoz rendellink kédsz6t. Ily médon a D —r szdmu legkisebb
val6szinliség( forrasszimbolumhoz rendelt kodszé azonos hosszisagu és olyan terminalis csomoépon-
tokhoz tartozik, amelyek csak az utolsé Iépésben dgaznak el egymastdl, azaz ezek a kddszavak csak
az utolso kddbetliben kiiliinb6znek egymastol. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

A nem binaris Huffman-kod algoritmusa

Ezek alapjan médunk van arra, hogy létrehozzuk azt az algoritmust, amely lehetévé teszi a nem
binaris Huffman-kod el6allitasat. A feladat nem jelent méast, mint egy olyan optimalis D szintli ABC-
vel rendelkez6 nem binéris prefix-free kdd generélasat, amelynek az atlagos kddsz6hossza, E [W)|
adott R, (u;) és K esetében minimdlis. Az Uthossz segédtétel alapjan tehat olyan valdszin(iségekkel
felcimkézett D szintl gyokeres fat kell konstrualnunk, amely éppen K terminalis csomdponttal ren-
delkezik, és amelyre igaz, hogy a bels6 csomépontok valdsziniiségeinek az 6sszege (beleértve a gyok-
eret is) minimalis.

A nem binaris Huffman-algoritmus az alabbi l1épésekbdl all:

e Jeldljink ki K terminalis csomopontot és rendeljiuk hozzajuk az up, up, ..., uk forrasszimbdélumokat
gy, hogy a forrasszimbdlumok az el6allitasi val6szinliségeik alapjan csokkend sorrendben legyenek
rendezettek (Ry (u1) > Ry (u2) >,...,> Ry (Uk—1) > Ry (uk)). Nevezzik ezeket a csomopontokat
aktiv csomépontnak.

e Hatarozzuk meg a nem hasznalt terminalis csomdpontok szaméat az r = Rp_1 [(K — D) (D — 2)]
kifejezés segitségével.

e * Képezziink egy Uj csomopontot oly modon, hogy 0sszekotjiik a (D —r) legkisebb valdsziniiségl
aktiv csomopontot, és cimkézziik fel ezt az uj csomopontot a (D — r) aktiv csomdpont val6szinliségeinek
az 6sszegével (lasd a 3.15. abrat). Toroljik a (D —r) csomopontot az aktiv csomoépontok listajarol,
és vegyk fel a listara az Gj csomopontot.
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3.15. dbra. A nem binaris Huffman-algoritmus masodik l1épésének az illusztracidja

e Ha nincs mar aktiv csomdpont, akkor az utolsénak generalt Uj csoméponthoz rendeljik hozzé a
gyOkeret, és fejezziik be az algoritmust. Ha van még aktiv csomépont, akkor el8bb allitsuk be az
r = 0 értéket, majd térjlink vissza a *-gal jel6lt 1épéshez.

Példa a nem binaris Huffman-kod generalasara

Legyenek a K = 6 értékkészlet( forras adatai a kdvetkez6k: R, (ug) =0.05, Ry (us) =0.1, Ry (ug) =
0.15, Ry(uz) =0.2, Ry(u) =0.23, Ry (u) =0.27, legyen D = 3, és az a feladatunk, hogy a
Huffman-algoritmus felhasznalasaval hozzunk létre optimalis D = 3 szint(i prefix-free kédot.

A kod generélasat a 3.16. abraval illusztraljuk:

Szabalyaink szerint az eljarést Ugy kezdjuk, hogy kiszamitjuk a nem hasznalt terminalis csomoépon-
tok szdmét az r = Rp_1 [(K — D) (D — 2)] kifejezés alapjan, ami most az r = R, [3 x 1] = 1 értéket
adja. Az algoritmust a D —r = 2 szamu legkisebb valoszinGséggel felcimkézett terminalis csomopont-
tal kezdjuk, azokkal, amelyek val6sziniisége R, (us) = 0.05 és Ry (us) = 0.1. Ezutan e két terminalis
csomapontot kozositjik egy nem hasznalt (nulla valoszin(iségl) csoméponttal, és egy Uj elagazést
(csomoépontot) hozunk létre, amelynek a valoszinlsége Ry (ug) + Ry (us) +0=0.05+0.1+0=0.15
értékl lesz. Ezutan a két kezdd és a nem hasznalt csomopontot toréljiik az aktiv csomdpontok listajardl,
és az Uj csomopontot felvesszik a listara, majd r értékét nullara allitjuk.

A kovetkez6 Iépésben kivalasztjuk a D = 3 szamu legkisebb val6szinlségli aktiv csomdpontot,
ez esetlinkben az el6bb Iétrehozott Gj csomdpont, a Ry (ug) = 0.15 és a Ry (u3) = 0.2 valdszinliségl
eredeti csomopont. E harom egyesitésével Iétrehozunk egy Uj csomopontot, amelynek éppen Ry (Us) +
Ry (us) + Ry (ug) + Ry (ug) = 0.05+0.1+0.15+ 0.2 = 0.5 lesz a val6sziniisége. Ismét toréljik a
harom csomopontot az aktiv csomdpontok listajardl, és az Uj csomdpontot felvesszik a listara.

Ezutan az eljarast hasonlé mdédon folytatjuk mindaddig, amig aktiv csomdpontot talalunk. Az
eljaras soran egy valdsziniiségekkel felcimkézett gyokeres fat kapunk, amirdl a kodszavak leolvashatok.
Az &brén megadtuk a Iétrehozott kod jellemzd paramétereit, a E[W] ésa H (U) /log, (D) értékét.

3.6. Diszkrét memdriamentes forrasok valtozd hosszusagu kddolasa

Ebben a fejezetben a korabban kimondott télelekre tAmaszkodva olyan forrasok kodolasaval foglalkozunk,
amelyek a kimenetilkon fuggetlen sorozatokat generalnak, tehat a forrds altal generélt szimbdlum-
sorozat elemei fuiggetlen valészin(iségi valtozok.

3.2. Definicio
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3.16. abra. Példa a nem binaris Huffman-kod el6allitasara, D =3, K =6

Diszkrét memoriamentes forrasrol (DMS) beszéllink abban az esetben, ha a forras kimenetén meg-
jelen6 Uy, Us, ..., U sorozat egyes elemei azonos eloszlasu fliggetlen diszkrét valoszin(iségi valtozok.
Kdédolas izenetblokkbdl valtoz6 hosszusagu kddba, a diszkrét memdriamentes forrasok koé-
dolési tétele
Egy diszkrét memdriamentes forras L hosszusagu blokkjahoz rendelt D szintli ABC-vel rendelkezd
optimalis prefix-free kédra teljestilnek az alabbi feltételek:
E W] HU) 1

R TTORR (3.40)

és

rn
T
c

—Q 2

(3.41)

Bizonyitas

Jeloljuk V=[Uj, Ua,..., U_|-lel a forras kimenetén megjelen6 L hosszUsagu sorozatot, és legyen
H (V) ennek a vektor valészin(iségi valtozonak az entrépiaja. Mivel a sorozat egyes elemei fuiggetlen
val6szinliségi valtozok

H(V)=H(Uy,Uy,..,U)=H(U)+HU2)+HU3)+...+H(U) =LH ), (3.42)

ugyanis a korabban belétott 6sszefliggés alapjan egy vektor val6szin(iségi valtozo egydttes entrépidja
a

H (Ul,Uz,...,UL) =H (Ul) +H (Uz | Ul) +H (Ug ‘ U2,U1) +..+H (U|_ | U 1, ...,Ul) (3.43)
kifejezéssel szamithato, ugyanakkor
H (U |U) <HU), (3.44)

és az egyenl6ség akkor és csakis akkor all fent, ha U; és U statisztikailag fliggetlenek egymastdl, ami
esetlinkben teljesl.
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A Shannon-Fano kédkostrukcié alapjan korabban megallapithatjuk, hogy egy V valészin(iségi val-
tozéhoz rendelt optimalis D méret(i ABC-vel rendelkez6 prefix-free kdd teljesiti az alabbi egyenlétlen-
séget:

H (V) H (V)
< :
log (D) = EW] < log (D) +1, (3.45)
és behelyettesitve ebbe az egyenletbe a
H(V)=LHU), (3.46)
kifejezést a LH) LH)
< :
log (D) = EW] < log (D) +1, (3.47)

Osszefuiggést kapjuk, amit elosztva L-lel a tétel allitdsdhoz jutunk. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Megjegyzés
A fenti tételbdl kdvetkezik, hogy a forras blokkhosszanak, L-nek a ndvelésével az egy forraskarak-
terre jutd kddkarakterek atlagos értéke, E [W] /L aszimptotikusan a H (U) /log (D) lehetséges min-
imalis értékhez tart, ami azt jelenti, hogy a Huffman-kdd aszimptotikusan optimalis kéd.

3.7. Diszkrét memoriamentes forrasok blokkédolasa

A diszkrét memoriamentes forrasok (DMS) blokkddolasa azt jelenti, hogy a forras kimeneti sorozatai-
hoz alland6 hosszUsagu kddszavakat rendeliink. Nyilvanvald, hogy ilyenkor optimalis kdd esetén a
kodszavakhoz valtozo hosszlsagu lizeneteket kell rendelni. A 3.17. dbrdn megadtuk a rendszer mod-
elljét. A modellben a diszkrét memoriamentes forras kimenetén a

V = [Uy, Uy, ...,Uy], (3.48)

vektor jelenik meg, ahol U; egy K értékkeszletl R, (u) eloszlasfuggvénnyel rendelkezd valoszinlségi
valtozo (a DMS kimenete), Y az aktuélis tizenet hossza,

Z=[X1, X2,..., Xn] (3.49)

pedig a kodolo kimentén megjelend kodszo, ahol X; az aktualis kodszo j-dik karaktere, amely egy D
értékkészletli ABC-bdl veszi fel az értékeit, és N a kddszavak alland6 hossza.

A rendszerben a diszkrét memériamentes forrds kimenetére kapcsolddik az tizenetforméald, ame-
lynek az a feladata, hogy egy adott szabaly szerint a forras kimenetén megjelend jelekbél olyan valtoz6
hosszusagu Uzeneteket alakitson ki, melyeket az allanddé N hosszUsagu kddszavakhoz rendelink. A
miikddés egyenes kovetkezménye, hogy az lizenetek hossza Y a forras sztochasztikus viselkedésébdl
kdvetkez6en valdszinliségi valtozo.

A fent leirt kodolasi eljaras mindségi mérdszama az atlagos egy forrasszimbolumra esé D ABC-jli

kodkaraktarek atlagos szama:
N

EN (3.50)
Optimalis kodolas esetén ennek a hanyadosnak minimalis értéket kell felvenni, ami azt jelenti,
hogy a E[Y] értékét kell maximaliz&lni. A rendszerben tehat az Uzenetformalé egységnek kulc-
sszerepe van az optimalis kod kialakitasaban: dgy kell az allandé hosszisagu kédszavakhoz ren-
delt Gizeneteket megvalasztani, hogy az lizenetek atlagos hossza maximalis legyen, ugyanakkor tel-
jestiljon az a feltétel is, hogy az izenetformal6 az egymas utan érkez6 forrasszimbolum-folyambol az
izeneteket egyértelmien ki tudja valasztani. Ez azt jelenti, hogy most az alabbi kdvetelményeket kell
teljesiteni:
Kdvetelmények
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Forras U Gpenetformélc \4 Kdols _wZZ[X1,X2>...,XN]
DMS zenetformalo

3.17. &bra. A diszkrét memoriamentes forrasok blokkddolasanak a modellje

a Terminalis csomopontok

e V1 Uzenetek
Gyokér b

° V2
a

——————————e

C V3
c © V4
Vg

3.18. dbra. Egy szabalyos uizenethalmaz szerkezete

e Az kddoldénak olyan tizeneteket kell eléallitani, amelyek egyértelmiien k6tédnek egy-egy N hosszusagu
kodszbéhoz. Ez azt jelenti, hogy ugyanaz az izenet nem tartozhat egynél tébb kodszéhoz.

e Nem lehet egyetlen olyan tzenet sem, amelyik el6zménye, prefix-e valamilyen masik tizenetnek.
Ha ez a feltétel nem teljesul, akkor az egymast kdvet6 izeneteket az lizenetformalé nem tudja
egyértelm(i azonositani, és azokat kddszavakhoz rendelni.

Mindebbdl az kdvetkezik, hogy most nem a kddszavakat, hanem az tizeneteket kell elhelyezni egy
gyotkeres fan, oly modon, hogy minden (izenet a fa egy-egy terminalis csomopontjadhoz (leveléhez)
tartozzék. A feladat megoldasahoz el6szor definialjuk a szabalyos tizenethalmaz fogalmat.

3.3. Definicio

Szabalyos zenethalmazrél beszélliink abban az esetben, ha teljestilnek a 3.18. abran megadott
feltételek, azaz minden belsé csomoépont azonos modon agazik el éppen a forrds Ry (u) eloszlasa-
nak megfeleléen. Az abrdn minden elagazéasban az a, b, c karakterek jelenhetnek meg, mivel az U
valoszinliségi valtozo ezeket az értékeket veheti fel, és ezek valosziniisége rendre Ry (a) = p(a), Ry (b) =
p(b). Ry () = p(c).

A szabélyos lizenethalmazt hordozé fat val6szinlségekkel is fel tudjuk cimkézni a 3.19. abra sz-
erint. A korabbiakbdl kdvetkezik, hogy a szabalyos lizenethalmazt hordozd gyokeres fara igazak az
alabbi 0sszefiiggések:

e A fatermindlis entropiaja:
H.=H(V), (3.51)

mivel a fa terminalis csomopontjaihoz most a V lizeneteket rendeltik, igy a fa terminalis entropiaja
az Uzenetek entropiajaval egyenld.

e A fai-dik bels6 csomépontjahoz tartozd elagazasi entrdpia:
Hi =H (U), (3.52)

mivel a fa éppen a forras statisztikaja szerint agazik el minden belsé csomdpontban, igy minden
elagazasi entrdpia a forras entropiajaval egyenl6.
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Terminalis csomdpontok

Uzenetek
a 0.1
———= p(@=01wv
Gyoker b 01
° p(b) =0.1 Vo
a 0.1
cos [ por —* P)p@) =0.08 vs

og — P(c)p(b) =0.08 vq

3.19. dbra. Egy szabalyos lizenethalmaz val6szin{iségekkel

e AV Uzenetvektor entropidja:
Nl
H(V)=HU)Y pi, (3.53)
i=1

ahol p az i-dik nem terminalis csomopont val6szinlisége, N’ a nem terminalis csomépontok szama
beleértve a gyokeret is, és ez az egyenl6ség nem mas, mint a kordbban megismert 6sszefiiggés az
elagazasi és termindlis entropiak kozott abban az esetben, ha minden elagazasi entrdpia azonos
értékd.

3.3. Tétel

s

tor H (V) entropidja kielégiti az alabbi egyenl@séget:
H(V)=H(U)E(Y), (3.54)

ahol E (Y) az Uzenetvektor atlagos hossza. A tétel az tthossz segédtétellel kdzvetlenll bizonyithato.
Példa

Vizsgaljuk meg a 3.20. 4bran bemutatott példat, és szamitsuk ki a H(U ) és H(V) értékeket.

e A forrés entrdpiaja

H(U) = —0.1log, (0.1) — 0.3log, (0.3) — 0.6l0g, (0.6) = 1.295 bit, (3.55)
e Az lizenetvektor atlagos hossza
E(Y)=140.6=18, (3.56)
e Az lizenetvektor entropidja
H(V)=HU)E(Y)=16x1.295=2072bit. (3.57)

A diszkrét memdriamentes forrasok kddolasi tételének megforditasa

Barmely diszkrét memdriamentes forras szabalyos Uizenethalmazéanak D szint(i ABC-vel készitett
prefix-free kddjara érvényes, hogy az étlagos kddhossz (E[W]) és az étlagos uzenethossz (E[Y])
aranyanak az alsé korlatja a

m

EW_ H(U)
E[Y] ~ log(D)

(3.58)

kifejezéssel adott.
Bizonyitas
Mivel a diszkrét memdriamentes forrdsokra a 3.3. Tétel alapjan érvényes a

H (V) =H U)E(Y) (3.59)
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Terminalis csomdpontok

Uzenetek

a 0.1
—  « p(@)=0.1 v,

Gyoker b 03
1 « p(b)=03 v,
a 0.1
cos [ bos —* P)p@) =0.06 v

* p(c)p(b) =0.18 v4
p(c)p(c) = 0.36 vs

c 0.6

3.20. abra. Példa a 3. Tételre

Osszefiiggés, és a 3.2. Tétel szerint
H (V)

log (D)’
a tétel allitsa egyszer( behelyettesitéssel bizonyithatd.

E W] >

(3.60)

3.8. Tunstall-kddok, optimalis blokk kédok

Célunk olyan algoritmus kidolgozésa, amely segitsegével egy adott K értekkészlet(i diszkrét memoria-
mentes forras valtozd hosszisagu optimalis prefix-free izeneteihez blokk kddot tudunk hozzarendelni.
Ha a blokk kod hossza N (E [W] = N), akkor az optimalis kddolashoz a

EW] N
—— == 3.61
EV] ~ EIY] (361
értékét kell minimalizalni, vagyis a E [Y] értéket kell maximalizalni. A feladatot ismét valoszinliségekkel
felcimkeézett fa tipusu grafok segitségével oldjuk meg. Az algoritmus felépitése el6tt hatarozzuk meg
az Uzenetek szamat.
Egy szabalyos lizenethalmazban az lizenetek szama az

M=K+q(K—-1), q>0 (3.62)

kifejezés segitségével hatarozhatd meg, ahol M az lizenetek szdma, g a bels6 csomdpontok szama a
gyokér nélkil, K a forrés értékkészletének a mérete.

A szabélyos Uzenethalmazhoz rendelt, val6sziniiségekkel felcimkézett fa egyik elagazésat a 3.21.
abran illusztraljuk, ahol u; a forréas altal elGallitott U valdszin(iségi valtozd egyik lehetséges értéke,
Ry (u)=pi, 1=1,2,...,K pedig az U val6szinliségi eloszlasa. Az &bra alapjan az allitas egyszeriien
belathatd, hiszen nyilvanvalo, hogy a gyokérbél elindulva az els6 1épésben éppen K szamu terminalis
csomdpontot kapunk, majd egy Gjabb eldgazaskor K — 1 szamu Uj termindlis csomépont keletkezik,
viszont az a korabbi termindlis csomdpont, amelyikb6l az eladgazas kiindult belsd csomopontta valik,
azaz minden Ujabb elagazas esetén a terminalis csomépontok szama K — 1-gyel, a bels6 csomoépontok
szdma pedig 1-gyel n6.

3.4.Definicio

Egy M =K +q(K —1) elembdl all6 Uzenethalmazt egy K értékkészletl diszkrét memdoriamentes
forrashoz tartoz6 Tunstall-Uzenethalmaznak nevezink akkor, ha a hozza rendelt gyokeres fat Ggy al-
litottuk el6, hogy a gyokért6l indulva a g szamu eldgazast generaltunk oly maédon, hogy a kdvetkezd
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Uj terminalis csomoépontok

Uj belsé csomépont P

Pp1 W
pp2 W
Pps Us

PPk Uk

Az lizenet egy karaktere

p=1 K, pp

3.21. dbra. Példa egy szabalyos lizenethalmaz egyik elagazasara

1. elagazés

3. elagazas

0.36

0.6

Gyokér, 0. elagazas

Ik

—— 0.24

— 0.24
0.4

2. elagazas

E[Y]=1+0.6+0.4+0.36 = 2.36 karakter

0.16

— 0.216

——— 0.144

3.22. dbra. Példa egy Tunstall-lizenethelmaz generalasara



3.8. TUNSTALL-KODOK, OPTIMALIS BLOKK KODOK 45

elagazast mindig a legnagyobb val6szin(iségli terminalis csomopontbdl inditottuk el. Az eljarasra a
3.22. &bran mutatunk be egy példat.

Tunstall-segédtétel

Egy K értékkészletl diszkrét memdriamentes forrashoz rendelt szabalyos lizenethalmaz akkor és
csak akkor Tunstall-lizenethalmaz, ha a K szint{i gydkeres fa minden belsé csomépontja legalabb olyan
val6szin(iségl, mint barmelyik terminalis csomoépont.

Bizonyités

A tétel els6 része egyszerlien kdvetkezik a Tunstall-tUizenethalmaz definiciéjabél, mivel az Gizenethal-
mazhoz rendelt gydkeres fat gy hoztuk létre, hogy minden Iépésben kivalasztottuk a legnagyobb
valészinlségl terminalis csomépontot, és azt agaztattuk tovabb. Ebbdl nyilvanval6, hogy sem a meg-
maradd eredeti terminalis csomopontok, sem pedig az Ujonnan létrehozott terminalis csomépontok
valésziniisége nem lehet nagyobb az Gj bels6 (eredetileg terminalis) csomoéponténal.

A tétel masodik részét a kdvetkez6képpen igazolhatjuk. Tételezzik fel, hogy van egy Tunstall-
lizenethalmazhoz rendelt K szintli gyokeres fank, és gondolatban vagjunk le a farél K olyan &gat,
amely a legnagyobb valdszin(iségi belsé csomodpontbdl agazott el. g-szor végrehajtva ezt a miveletet
eljutunk a fa kiterjesztett gyokeréig, azaz azokhoz az elagazasokhoz, amelyek a gyokért6l indultak
el. Viszont ha innen kiindulva ujra létrehozzuk a fat oly médon, hogy minden Uj elagazast a leg-
nagyobb val6szin(iségli terminalis csomdpontbol inditunk el, akkor természetesen az eredeti Tunstall-
lizenethalmazhoz rendelt K szintli gyokeres fat kapjuk vissza. Ezzel a Tunstall-segédtételt bebizonyi-
tottuk.

3.4, Tétel

Egy diszkrét memariamentes forrashoz rendelt M elem(i szabalyos tizenethalmaz atlagos hosszusaga
(E[Y]) akkor és csakis akkor maximalis az 6sszes lehetséges M elem(i szabalyos (izenethalmazok
terében, ha az Gizenethalmaz Tunstall-Uizenethalmaz.

Bizonyitas

Tekintstnk egy diszkrét memoriamentes forrashoz rendelt végtelen mélységl K szintl gyokeres
fat (lasd a 3.23. abrat), és vegyik figyelembe a kdvetkezd tulajdonsagait:

e A fa barmely csomopontjabdl elagaz6 részfara igaz, hogy annak minden csomoépontja kisebb
val6szin(iségl, mint az kiindulasi csomopont valészin(isége.

e A szabalyos (izenethalmaz minden csomopontja egyuttal csomoépontja a végtelen mélysegli K
szint( gyokeres fanak is.

A Tunstall-segédtételbdl kovetkezik, hogy egy M = K +q(K —1) elemet tartalmazé szabalyos
lizenethalmaz akkor és csak akkor Tunstall-lizenethalmaz, ha annak a g+ 1 szamu belsé csomépon-
tja a g+ 1 legnagyobb valészinliségli csomopont. Ezért a Tunstall-lzenethalmaz bels csomdpontjai
(beleértve a gyodkeret is) valészinliségének az 0sszege nagyobb, mint barmely méas hasonlé méret(i
belsé csomoéponthalmazé. Ebb6l pedig az Gthossz segédtétel alapjan koévetkezik, hogy az atlagos
lizenethosszat éppen a Tunstall-Uizenethalmaz maximalizélja. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A Tunstall-algoritmus

Ezek alapjan médunk van arra, hogy létrehozzuk azt az algoritmust, amely a Tunstall-kéd el6al-
litasat lehetdvé teszi. A feladat nem jelent mast, mint egy olyan optimalis K szintli ABC-vel rendelkez8
prefix-free Uzenethalmaz generélasat, amelynek az tlagos széhossza E [Y] adott R, (u) és K esetében
maximalis. Az Uthossz segédtétel alapjan tehat olyan valészinliségekkel felcimkézett K szint(i gyok-
eres fat kell konstrualnunk, amely éppen M = K 4 q(K — 1) terminalis csomoponttal rendelkezik, és
amelyre igaz, hogy a bels6 csomopontok valdszinliségeinek az dsszege (beleértve a gyokeret is) max-
imalis.

Az algoritmus pontos definialasa el6tt hatarozzuk meg a sziikséges elagazasok szamat, q értékét
gy, hogy az lizenetek &tlagos széhossza E [Y] legyen maximalis. Legyen adott N a kddszavak hossza,
D a kod ABC és K a forrds ABC a mérete.
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0.6

0.4

3.23. dbra. A 4. Tetel bizonyitasanak az illusztralasa

A korabbiakbdl tudjuk, hogy az Uzenetek szdma az
M=K+q(K-1) (3.63)

kifejezés segitségével szamithat6. Tudjuk azt is, hogy a kodszavak szama kétott kodszéhossz (N) és
adott méret(i kod ABC (D) esetén éppen DN, ezért biztos, hogy fent kell allnia az alabbi egyenlGtlen-
ségnek:

0<DN-M=DN-K—-q(K-1)<K-1, (3.64)

mivel biztosan minden kodszéhoz (zenetet célszerli rendelni, ezért az atlagos sz6hossz maximal-
izalasahoz a kddszavak szamat, ezzel egyiitt a szabalyos lizenethalmazhoz rendelt gyokeres fa elagaza-
sainak a szamat addig kell névelni, amig ez a feltétel teljesithetd. A feladatot pedig akkor oldottuk meg,
ha a nem hasznalt kddszavak szdma (r) nullanal nagyobb és kisebb, mint K — 1, azaz

DN-K=q(K-1)+r, 0<r<K-1. (3.65)

Az egyenlet alapjan q egyszer(ien meghatarozhatd, mivel értéke az az egész szam ahéanyszor K — 1
megvan DN — K-ban.
A Tunstall-algoritmus az alabbi 1épésekbdl all:

e Ellendrizziik, hogy a kddszavak szama nagyobb-e K-nal (DN > K). Ha ez nem teljesiil, akkor a
kodszavak szama egyetlen lizenetkarakter kddolasara sem elegendd, tehat az algoritmus sikerte-
len. Ha az eredmény pozitiv, akkor hatarozzuk meg q értékét oly modon, hogy DN — K osszuk
K — 1-gyel, és hatarozzuk meg e szam egész értékét.

e Kunstruéljunk egy M =K +q(K — 1) elem( Tunstall-izenethalmazt g szamu elagazassal és Ry (u)
elagazasi valdsziniiségi eloszlassal.

e Rendeljiik hozza kélcsondsen egyértelmiien az N hosszusagu, D szint(i ABC-vel rendelkez8 kod-
szavakat a Tunstall-lzenethalmaz egyes lzeneteihez (megjegyzendd, hogy ez a hozzarendelés
tetsz6leges sorrend( lehet).

Példa

Alkalmazzuk a Tunstall algoritmust binaris memdriamentes forrés esetén, ha K = 2, R, (0) =
0.6, Ry(1) =0.4, N=3és D=2. Az optimélis lizenethalmaz konstrukciojat a 3.24. &brén ad-
tuk meg, kiegészitve a kodolasra jellemz6é mindségi paraméterekkel, E[Y] és N/E[Y] értékével. A
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0.216,
0.360 ;— — 0.1296
z Y 0 0.0864
. 1 .0.144
000| 1 1 0.6
—0.144
001 1 0 1 Lo
010 1 0 © 024 0.0
1 :
011 0 1 1 00.&.0.144
100 0 1 0 1
L=+ 0.096
101 0 0 1 L 04
110 0 0 0 1
=+ 0.16
111 0 0 0
N
E[Y] =3.056 Ey; = 0-982

3.24. dbra. Példa a Tunstall-algoritmus alkalmazasara

példa érdekessége, hogy egy binaris forras valtozd hosszisagu izeneteihez fix hosszusagu binaris kad-
szavakat rendeltiink, és jél lathat6, hogy az egy Uzenetbitre jut6 atlagos kédbit értéke 0.982, azaz az
optimalis forraskddolas képes arra, hogy a binaris bitek atlagos szamat csokkentse a kddolatlan atvitel-
hez képest. Azt is érdemes megjegyezni, hogy e nyereség forrdsa az, hogy a binaris forras entrépiaja
nem maximalis, azaz R, (0) # 0.5. Ha a kodolast maximalis entropidju forras esetében végeztik volna
el, akkor az optimalis Tunstall-algoritmussal sem tudtunk volna nyereséget elérni.

3.5. Tétel

Egy K ABC méretli diszkrét memoriamentes forras szabalyos tizenethalmazahoz rendelt optimalis
N hosszusagu, D ABC-jii kodszavakbol all6 blokk kod esetén az N/E[Y] arany kielégiti az alabbi
egyenl6tlenséget:

H(U) < N - H(U) log (2/Prin) log (K)
log(D) ~ E[Y] "log(D) (Nlog(D)—log(K))log (D)’

ahol H (U) a forras egy karakterének az entropidja, Pyin = miny R, (u) a forrés legkisebb valdszinliséggel
generélt szimbolumanak a valoszinlisége.

Bizonyitas

A baloldali egyenl6tlenség univerzalisan igaz a diszkrét memoriamentes forrasok kodolasi tétele
alapjan, a jobboldali egyenlétlenséget az alabbiakban igazoljuk.

Egy szabalyos (izenethalmaz legkisebb val6szinlség(i lizenetének (terminalis csomopontjanak) a
val6szin(isége felirhatd a

(3.66)

1

meIn S M

alakban, ahol p egy bels6 csomdpont valdszin(isége a szabalyos izenethalmazhoz rendelt gydkeres fan.

Az allitds biztosan igaz, hiszen a legkisebb val6szinlségii lizenet is valamely belsé csomdpont egyik

elagazasahoz tartozik, és biztos, hogy az lizenet utols6 karakterében a forras a legkisebb valdszinliségli

szimbdluma talalhat6. Ezen kivil biztosan igaz, hogy a legkisebb valdszin(iségi tizenet valosziniisége

nem lehet nagyobb 1/M-nél, hiszen 6sszesen M Uzenet van. A fenti egyenletbdl atrendezés utan azt
kapjuk, hogy

(3.67)

p< (3.68)

Mpmin’
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és a Tunstall-segédtételbdl tudjuk, hogy Tunstall-lzenethalmaz esetén az iizenethalmazhoz rendelt
gyOkeres fa minden belsé csomépontja nem kisebb valészinliség, mint a fa barmely terminalis csomépon-
tja, és a terminalis csomdpontokhoz az lizeneteket rendeltiik. Eppen ezért az lizenetek valészinliségeire
igaz a

pv (V) < MPr (3.69)
minden v esetén. A fenti egyenl6tlenség mindkét oldalanak logaritmusat képezve a
—log (py (v)) = log (M) —log (1/Prin) (3.70)
kifejezést kapjuk, amibGl py/ (v)-vel valo szorzas és v szerinti 0sszegzés utan a
H (V) > log (M) —log (1/Prin) (3.71)

egyenl6tlenséghez jutunk.

Optimalis kddolas esetén a kddolt lizenetek szamat a leheté legnagyobbra kell valasztani, ami
annyit jelent, hogy az eldgazasok szamat, g-t maximalizalni kell. Mivel az lzenetek szdma M =
K+q(K —1) és g maximalis biztosan igaz, hogy

M+ (K —1) > DN (3.72)
ahol N a kédszavak hossza és DN a kddszavak szama.
Emellett tudjuk, hogy M > K, ezért
2M > DN, vagy log(M) > Nlog(D)—log(2), (3.73)
amit felhasznalva a
H (V) > Nlog (D) —log (2/Pmin) (3.74)
kifejezést kapjuk.
A 3.3. Tétel szerint H (V) = E[Y]H (U), amit behelyettesitve a fenti egyenl6tlenségbe az
E[Y] "log(D) E[Y]log(D)

(3.75)

egyenl6tlenséghez jutunk.

Ezutéan a tétel igazolasahoz csak a E[Y]-ra kell még egy jo becslést adnunk, ami az al&bbi meg-
fontolasokbdl egyenesen adodik.

Tudjuk, hogy egy L forraskarakterbdl 4116 sorozatban a lehetséges lizenetek szama KU, és ha ezeket
az Uzeneteket N hosszusagu kodszavakkal akarjuk kodolni, akkor trivialis kodolas (egyszeri hozzaren-
delés) esetén igaznak kell lenni az alabbi egyenl6tlenségnek:

K- <DN < K-, (3.76)
amibdl Nlog (D)
og
L>— 77
” g (K) G710

Optimalis kodolasnal viszont az Uzenetek atlagos széhossza biztosan nem kisebb, mint L, a trivialis
kodolas esetén kapott atlagos széhossz, igy

Nlog (D) —log (K)
E[Y]>L> log (K) .
Ezt behelyettesitve az el6z6 egyenl6tlenségbe a tételt bebizonyitottuk.
Megjegyzés
A fenti tételb6l kdvetkezik, hogy a kod blokkhosszanak, N-nek a névelésével az egy atlagos for-
raskarakterre jutd kddkarakterek értéke, N/E[Y] aszimptotikusan a H (U) /log (D) lehetséges min-
imalis értékhez tart, ami azt jelenti, hogy a Tunstall-kéd aszimptotikusan optimalis kod.

(3.78)



4. fejezet

Blokkbdl blokkba kddolas, a tipikus
sorozatok tulajdonsagai

A korabbi fejezetekben részletesen foglalkoztunk a forrasok kodolasaval, s6t két optimalis kodolasi
eljarast is megismertettliink. Figyelmiink eddig az alabbi esetekre terjedt Ki:

o Alland6 hosszlsagu iizenetblokk véltozo hosszisagi kodba kédolasa (Huffman-algoritmus),
e Valtozo6 hosszisagu uzenetblokk allandé hosszusagu kddba kodolasa (Tunstall-algoritmus),

e Valtoz6 hosszlsagu tizenetblokk valtozé hosszisagu kodba kddolasa (A diszkrét memdriamentes
forrasok kodolasi tételének megforditasa).
A fenti témakdrokben részben altalanos tételeket mondtunk ki, részben gyakorlati eljarasokat is ad-
tunk a kddolasi feladat megoldasara. Nem targyaltuk azonban a lehetséges negyedik esetet, az:

o Allando hosszlsagu tizenetblokk allandd hosszlsagu kodba kodoléasat.
Hogy ezzel miért nem foglalkoztunk, annak két magyarazata is van:

¢ Nyilvanvald ugyanis, hogy ebben az esetben a kodolasi feladat trivialisan megoldhato, mivel op-
timalis algoritmus kidolgozasa helyett elegendd teljesiteni a

DN~ <kt < DN (4.1)

egyenl6tlenséget, ahol L az tzenetblokk hossza, K a forras ABC-jének a mérete, N a kdédszo
hossza és D a kod ABC-jének a mérete. Az egyenl6tlenség azt fejezi ki, hogy adott L, K és
D esetén N értékét ugy kell megvalasztani, hogy elegend6 kdédszo alljon rendelkezésiinkre az
dsszes K- szamu lizenet kddoléaséra, viszont hatékony (optimalis) kodolas esetén a szilkségesnél
hosszabb kodot nem szabad vélasztani a

E[Y]

EW] N
T (4.2)

hanyados minimalizalasa érdekében. Ebb6l pedig az kovetkezik, hogy ebben az esetben a forras
entropidja H (U) a kddolasi folyamatban nem jatszik szerepet, vagyis a kddolas hirkozléselméleti
szempontbdl nem relevans.

e Jobban koruljarva a feladatot a kérdésre adhatunk egy Kicsit dsszetettebb valaszt is. Ez pedig nem
mas, mint a veszteségmentes és veszteséges kddolads megkiildnboztetése. A korabbi kodolasi
eljarasok esetében feltételként kikotottik, hogy csak olyan megoldast fogadunk el, ahol a kod-
szavakbol az elkuldott Gizenet hiba és veszteség nélkil visszaallithatd, azaz csak veszteségmentes
kodolasokkal foglalkoztunk. Ezzel szemben vezessiik be a veszteséges kddolas fogalmat, amikor
ez a feltétel nem teljesil, tehat az Uzenetek visszaallitasanal megengediink hibékat is, ha ezeknek
a hibaknak a szama egy "elfogadhatd" mértéket nem halad meg.
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@ 11,1,1111111,111,1111111
(b) 1,0,1,01,000,000000,1,1,00,0,1

(c) 0,0,0,00,000,00,00,00,0,0,0,0,0,0

4.1. dbra. A binéris memdriamentes forras harom lehetséges L = 20 hosszUsagu sorozata

A kovetkez6kben az alland6 hosszusagu lzenetblokkok alland6é hosszlsagu kddba kodolasaval
foglalkozunk veszteséges forraskodolas esetén. A téma megalapozésa érdekében bevezetjiik a tipikus
sorozatok fogalmat.

4.1. A tipikus sorozatok fogalma

A tipikus sorozatok fogalmanak targyalasat kezdjuk egy illusztrativ példa elemzésével.

Példa

Legyen egy binaris memdriamentes forras, aminek egy L = 20 hosszUsagu sorozatat figyeljik
meg, és legyen R, (0) =3/4 és R, (1) =1/4. A 4.1. dbrén példaképpen megadtuk a forrds L = 20
hosszusagl sorozatainak harom realizaciojat.

Az dbrdn megadott sorozatok valosziniisége az alabbi formaban adhaté meg:

RUL..Uso (U, .-, Uzo) = (3/4)%(1/4)% % = (1/4)°(3)%, (4.3)

ahol za sorozatban 1év6 0-k szama. Ebbdl az egyes sorozatok valésziniiségeire az alabbi dsszefliggések
adddnak:

e (a) P(a) = (1/4)20’
o (b) Py =(1/42(3)",
e (c) P =(1/4%(3)*.
Mindebbdl arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a forrasra a harom sorozat kozil a legjellemz&bb
a (c) jeld, hiszen annak a legnagyobb a valészin(isége, ugyanis példaul:
20 (2120
::(C) — (1/4)20(3)14 _ (3)6’ (44)
b (1/4)%(3)
tehat a (c) sorozat val6szin(isége jéval nagyobb, mint a (b) sorozaté.

Ennek ellenére, ha barkit megkérdeznénk arrol, hogy melyik sorozat jellemzi legink&bb a forras
tulajdonsagait, akkor természetesen azt valaszolna, hogy a (b), mivel a forras 0 és 1 értékeket egyarant
elGallit, és azt varjuk, hogy ezek tipikusan olyan gyakorisaggal jelenjenek meg a forras kimenetén,
amilyen a valoszin(iségiik. Eppen ezért tudjuk, hogy a (c) sorozat kevésbé jellemzi a forras statisztikai
tulajdonsagait, mint a (b).

A nagy szamok térvénye ugyanis kimondja, hogy ha egy véletlen eseményt sokszor megis-
métliink egymastdl fliggetlendl, akkor egy p valdszinlség(i elemi esemény relativ gyakorisaga nagy
val6szinliséggel a p értékhez lesz igen kozel. Természtes érzékiink erre a torvényre tamaszkodik,
amikor a (b) sorozatot itéljik a forras statisztikajara nézve a leginkabb tipikusnak, mivel

e () z/20=0/20 << 3/4,
o (b) 2z/20=14/20~3/4,
e (c) z/20=20/20 >>3/4.
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A kovetkezdkben ennek a fogalomnak adjuk meg a pontos matematikai definicigjat.

A tipikus sorozatok definicidja

Tekintsik egy diszkrét memoriamentes forras K szintl véges ABC-vel rendelkez6 és R, (u) valdszin(iségi
eloszIast U kimenetét, amely az {as,ay, ..., ax } értékkészlethdl veszi fel az értékeit. Vizsgaljuk meg a
forras kimenetén megjelend U (izenetnek egy L hosszUsagu sorozatat, az U = [Uq,Uy,...,U. | vektort,
amelynek az egyedi realiz&cidi a u vektorok.

Jel6ljuk ny (u)-val azt a szamot, ahanyszor az & el6fordul az u vektorban, azaz legyen ez a szam
az g betl gyakorisaga az U valdszin(segi valtozo sorozat egy realizaciojaban.

Legyen € egy tetszOleges pozitiv szam, és tételezziik fel, hogy ismerjik az n, gyakorisagokat
minden forrasbet(ire, akkor a diszkrét memdriamentes forras egy L hosszisagld U = u sorozata e-
tipikus, ha

Ny (U)
L
ami annyit jelent, hogy egy e-tipikus sorozatnal a fenti egyenl6tlenségnek minden lehetséges izenet-

bet( esetén teljesiilni kell.

Példa

Vizsgaljuk meg a 4.1. abran megadott egyes sorozatokat e-tipikussag szempontjabdl. Legyen € =
1/3. Az e-tipikussag feltétele ebben az esetben az alabbi egyenl6tlenségek teljesulése:

1-¢)R (&) < <(1+¢)Ry(a) minden 1<i<K esetén, (4.5)

(] (a1 = 0)
2\ /3 no (U) 4\ (3
= )< < | = =
3)\4)~ 20 —\3/\4)"’
10 <ng (u) < 20, (4.6)
és
o (@=1)
2\ (1 M (u) 4\ /1
- )l < < || = =
3/\4)~ 20 —\3/\4)’
4gn1<u>ge<§. (4.7)
Vizsgaljuk meg, hogy az egyenl6tlenségek mely sorozat esetében teljestilnek.
* (a)
a=0
10 >np(u) =0 < 20, (4.8)
és
a=1
4 <ng(u)=20>6, (4.9)
e (b)
a; = 0
10 < ng (u) =14 < 20, (4.10)
és
a=1
4<m(u)=6=6, (4.12)
* (o)
=0
10 < ng (u) =20 = 20, (4.12)

és
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=1
4>m(u)=0<6, (4.13)
amibdl megallapithatd, hogy a (b) sorozat e = 1/3-tipikus, viszont az (a) és a (c) sorozat nem. Egyébkeént
nyilvanval6, hogy egy tipikus sorozat nem tartalmazhat olyan a bet(it, amelynek a valészin(isége
R (&) =0.
A tipikus sorozatok tovabbi elemzése el6tt idézziink vissza néhany olyan matematikai 6sszefiig-
gést, amelyek az elkdvetkezd vizsgalatokhoz elengedhetetleniil szilkségesek.

4.2. A Csebisev-egyenldtlenség és a nagy szamok gyenge térvénye

A fejezetben dsszefoglalunk néhany olyan valdszinliségszamitasi egyenl6tlenséget, amelyek a tipikus
sorozatokkal kapcsolatos elméleti vizsgalatok szempontjabol fontosak, és amelyeket a kdvetkezd fe-
jezetekben ténylegesen hasznalni fogunk.

e Csebisev-egyenldtlenség
Legyen X egy valos értéki valdszinliségi valtozo véges my = E [X] vérhatd értékkel és Var (X) =
E [(X — mx)z] szorésnégyzettel. Jelljuk A-val azt az eseményt, hogy |X —myx| > € és AC-vel
ennek az eseménynek a komplementerét. Ekkor

Var (X) = E [(X—mx)2 | A} Pr(A)+E [(X—mx)z ]AC} Pr(AS) > E [(X—mx)z \A} Pr(A),

(4.14)
ezért
Var (X) > E [(X—mx)2 | A} Pr(A) > e2Pr(A), (4.15)
amibdl a Csebisev-egyenl&tlenség direkt médon kdvetkezik
Var (X
Pr(IX —my| > ) < YA X). (4.16)

€

A Csebisev-egyenl6tlenség tehat fels6 becslést ad arra, hogy egy val6szin(iségi valtozo eltérésének
az abszollt értéke a varhato értéktdl mekkora eséllyel nagyobb egy el6re megadott € kiiszébnél.

e A szdrasnegyzet harom tulajdonsaga

(@ Var(X)=E[X?] -,
(b) HaY =cX, akkor Var (Y) = c?Var (X), mivel

E[Y?] - = °E [X?] — i (4.17)
(c) HaXésY fiiggetlenek, akkor

Var (X+Y) =Var (X) +Var (Y), (4.18)

és az allitas akkor is igaz, ha X és Y csak korrelalatlanok.

e A nagy szamok gyenge térvénye
Tekintsiik az alabbi

1
S\IZN(X1+X2+...+XN) (4.19)
Ugynevezett mintaatlagot, ahol X;, i=1,2,...,N fliggetlen azonos eloszlasu val6szindségi val-

tozok sorozata my kozos varhato értekkel és Var (X) kdzos szorasnégyzettel. A korabbiak alapjan
az Sy mintaatlag varhato értéke a

E[Sv] =mx, (4.20)
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és
Var (Sy) = %Var (X). (4.21)

Alkalmazzuk ezutan a mintaatlagra a Csebisev-egyenlétlenséget, miszerint

Var (X)
Pr(|Sy—mx| >¢) < NeZ (4.22)
vagy
Var (X)
PriSy—mx| <e)>1-— NeZ (4.23)
Ez az utobbi egyenl6tlenség kimondja, hogy barmilyen kis érték(i € > 0 esetén
limPr(|Sy\—mx| <¢e)=1 (4.24)
N—co
és ebb6l a nagy szamok gyenge torvénye kozvetleniil adddik
p lim Sy = my, (4.25)
N—eo

amely kimondja, hogy egy Véletlen kisérlet tobbszori fuggetlen végrehajtasa esetén a mintaatlag
aszimptotikusan a valdszin(ségi valtoz6 varhato értékéhez tart.

e A nagy szamok gyenge térvényének egy specialis alkalmazéasa
Alkalmazzuk a nagy szamok gyenge torvenyét indikator valoszinGségi valtozokra, ahol

1, ha A bekdvetkezik
X — (4.26)

0, ha A® bekdvetkezik

llyenkor igazak az alabbi 6sszefliggések:

() Px(1)=Pr(A), Px(0)=1-Pr(A),

(b) E(X)=Pr(A), E(X?)=Pr(A), mivel X*>=X,

(c) Var(X)=Pr(A)(1—Pr(A)).

Hajtsuk végre ezutan a véletlen kisérletet N-szer, azaz allitsuk el6 az X;,Xo, ..., XN Sorozatot,
amely filiggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok vektora, és szamitsuk ki az A esemény
bekovetkezésének a relativ gyakorisagat, az

Na
= — 4.27
S= (4.27)
értéket, ahol Na az A esemény bekdvetkezésének a szama az N szamu kisérletb6l.

A nagy szdmok gyenge torvénye szerint

Pr( % - Pr(A)’ > e) < P&y (;;Zpr(A)), (4.28)
vagy
Pr < % _ Pr(A)‘ < £> > PrA (;;Pr(A)), (4.29)
amibdl
,\IlianPr <‘l\|if - Pr(A)‘ < e> =1, (4.30)

vagyis a relativ gyakorisag aszimptotikusan a valészin(iséghez tart.
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4.3. A tipikus sorozatok tulajdonsagai

Visszatérve a tipikus sorozatok definici6jahoz elemezzik a K szintli {ay,ap,...,ax} ABC-vel ren-
delkez6 diszkrét memoriamentes forras kimenetén megjelend L hosszUsagu U = {U1,U,, ..., U, } Uzenetvek-
tor tulajdonségait. Legyen a forras Uzeneteinek valészinlségi eloszlasa Ry (u), i=1,2,...,K. Jeldljuk
az U vektor egyedi realizécioit az u = {uz, Uy, ..., u_} vektorral, és jeldlje ny (u) az & betli szamossagat
az u vektoron belil.

Egy adott u realizacid val6szinliségét a

o T

=1 i

Ry (&))" (4.31)

::]x

Il
=

kifejezéssel szdmolhatjuk, kihasznalva azt, hogy a diszkrét memériamentes forras az egyes lizeneteket
fliggetlenal allitja el6.
Az e-tipikus sorozatoknal minden Uzenetbetlire érvényes az

(1-)LRy (&) < N (u) < (L+8)LR (&) (4.32)

egyenl6tlenség.
Behelyettesitve a jobboldali egyenl&tlenséget az u vektor valoszinliségének az dsszefliggésébe, az
alabbi egyenldtlenséghez jutunk

K
J(1+eILR (@) _ T 2(tHeILRU(@) 106a(R0 @) — 1+ T AR (@) 106, (AU (@) — o~ (L)L),
|:l i=1

:x

(4.33)
Megismételve ugyanezt a mliveletet a baloldali egyenl&tlenség esetén a

Py (u) <2~ (1-8LHU) (4.34)

Osszefliggést kapjuk.

A tipikus sorozatok elsd jellemzé tulajdonsaga

A két egyenl6tlenség 6sszevonasaval kimondhatjuk a tipikus sorozatok els6 jellemz6 tulajdon-
sagat, miszerint minden tipikus sorozatra érvényes a

2 (l+£ LH < PU( ) l S)LH(U) (435)

egyenl6tlenség.

Ezutan az kivanjuk belattatni, hogy abban az esetben, ha L minden hataron tul né, akkor majdnem
biztos, hogy a diszkrét memoriamentes forras kimenetén minden sorozat e-tipikus. Jel6ljik B;-vel azt
az eseményt, hogy az aktuélis u (izenetsorozat az & betlivel kapcsolatban nem teljesiti az e-tipikus
sorozattal kapcsolatos feltételt (igy természetesen a sorozat nem tipikus sorozat), azaz

(1-¢)LRy (&) > ng (U) (4.36)
vagy

Ny (U) > (1+€)LRy (&), (4.37)
azaz ebben az esetben n

TR (@)] > eR (@) (4.38)

Hatarozzuk meg ezutén a B; esemény val6szinlségét, felhasznalva a Csebisev-egyenl6tlenséget, misz-
erint
Ny

Pr(BQ:Pr(‘T

1-R @R @) _ [1-R @)
Le2Rj (ai) Le?Ry (&)

-Ry (ai)\ > &Ry (a-)) < (4.39)
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ugyanis € helyett most eR; (&) a kiiszobérték.
Ha Pqin-mal jel6ljiuk a
Prin = miin Ru(a)>0 (4.40)

értéket, vagyis a forras legkisebb, de még pozitiv valdszinlisegl betlijének a valoszinliségét, akkor

egyszer(ien belathatd, hogy
1

Jel6ljuk F-fel azt az eseményt, hogy az adott u sorozat nem e-tipikus, azaz van legalabb egy olyan
Uzenetbet(, amelyre nem teljesuilnek az e-tipikussag feltételei. Ez azt jelenti, hogy

Pr(Bj) < (4.41)

K
F= U B;. (4.42)
i=1
Ennek alapjan
K K K
= L] < )< —— _
Pr(F)=Pr (HB.) < i:zlPr(B.) < 2P (4.43)

és a kifejezéshb6l vilagosan latszik, hogy annak a val6sziniisége, hogy egy tetszdleges u sorozat nem
e-tipikus a nullahoz tart, ha L minden hataron tdl né.

A tipikus sorozatok masodik jellemzd tulajdonsaga

A fentiek alapjan kimondhatjuk, hogy L ndvekedésével a diszkrét memaoriamentes forras kimenetén
majdnem biztos, hogy csak e-tipikus sorozat jelenik meg, azaz

K

1-Pr(F)>1———~—.

(4.44)
A kovetkezd célunk az e-tipikus sorozatok szamanak M-nek a kozelit6 becslése.
M felsd korlatjanak meghatarozasahoz felhasznaljuk azt a tényt, hogy minden lehetséges u soroza-
tot figyelembe véve, a Py (u) valdszinliségek 6sszege természetesen 1-gyel egyenld. Felhasznélva a
tipikus sorozatok elsd jellemz§ tulajdonsagat felirhatjuk az alabbi 6sszefliggést

1= Y RWw> > Ry (u) > M2~ (FetHL) (4.45)
minden U-ra minden e-tipikus U-ra
amibdl az
M < 2(+8LHU) (4.46)

felsd korlatot kapjuk.
M alsé korlatjanak meghatarozasahoz el6szér ismét a tipikus sorozatok els6 jellemz6 tulajdonsagat
hasznéljuk fel, ugyanis tudjuk, hogy egy u e-tipikus sorozat valdszinlisége

Py (u) < 271780, (4.47)

vagyis az 8sszes e-tipikus sorozat valészin(iségeinek az 6sszege bizosan kisebb, mint M2~ (1-&)LH(U),
A tipikus sorozatok masodik jellemz6 tulajdonsagabol viszont tudjuk, hogy annak a val6szindisége,
hogy egy sorozat e-tipikus azonos

1-Pr(F)= D Py (u), (4.48)

minden e-tipikus U-ra

és erre érvényes a
1 <1-Pr(F)= > Py (u) < M2~ (A-&)LHU), (4.49)

T Le2p.
Le“Prin minden e-tipikus U-ra
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egyenl6tlenség, amib8l M-re a

K 1—e)LH(U
M > <1 Leszm) 2(1-e)LHU) (4.50)

alsé korlat adadik.

A tipikus sorozatok harmadik jellemzg tulajdonsaga

Ezek alapjan kimondhatuk a tipikus sorozatok harmadik jellemz6 tulajdonsagat is, miszerint az
e-tipikus sorozatok szama, M beleesik az

(1_ Le;; | > Q(1-eLH(U) _ < p(L+)LH(V) (4.51)
min

tartomanyba.
Erdemes megjegyezni, hogy ennek alapjan, ha L elegend6en nagy és e elegendéen kicsi, akkor az
e-tipikus sorozatok szdma az
M =2 2tH(U) (4.52)
a Bj esemény valoszin(isége pedig az
Pr(B;) =27 tHU) (4.53)

kifejezéssel kozelithetd.

4.4. A diszkrét memoriamentes forrasok blokkbdl blokkba kddolasa

Alakitsunk ki veszteséges kodolasi szabalyt, ami szerint a kodolast a kdvetkezdképpen végezzik
el:
e El6szor dontsiik el, hogy a forras altal elGallitott u sorozat e-tipikus vagy nem.

e Rendeljiink kdlcsondsen egyértelmien kodszavakat az e-tipikus sorozatokhoz, azaz csak az ilyen
izenetvektorokat kodoljuk és vigylk at a csatonan.

e Valasszunk ki egy tetszbleges kddszot, amit akkor kildiink, ha az aktuélis u sorozat nem e-tipikus.
Ha a forras ABC-je K, a kdd ABC-je pedig D méretli, akkor az 6sszesen M + 1 szamu (izenet
kodolaséhoz optimélis esetben ugy kell N hosszisagu kodszavakat valasztanunk, hogy teljesiljon az

D"t <M+1<DY, (4.54)

azaz a
DN-1 <M (4.55)

egyenl6tlenség. Ez utébbi mindkét oldalanak a logaritmusat véve az
(N—1)log, (D) < log, (M) < (1+¢)LH (U) (4.56)
kifejezéshez jutunk, amibdl a kddolés hatékonysagat mérd N /L értékre az alabbi felsd korlatot kapjuk

N HU) eHU) 1
— < —. .
L =~ log,D  log,D - L (4.57)

A koréabbiakbol egyenesen kovetkezik, hogy a kodolés veszteségének a valdszinlisége éppen Pr(F),
ahol F annak az eseménynek a val6sziniisége, hogy egy u sorozat nem tipikus.
A diszkrét memoriamentes forrasok blokkbdél blokkba kédoldsanak a tétele
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Egy K szintli ABC-vel rendelkezd diszkrét memdriamentes forras tizeneteinek D szint(i ABC-vel
rendelkez6 N hosszisagu blokkba kodolasa esetén, ha veszteségeket is megengediink a fent ismertetett
algoritmus alapjan, akkor az egy forrasszimbo6lumra esd kédszimbélumok szamanak a felsé korlatja:

N H(U)

L < log, D

+ €1, (458)

és a veszteség valoszinliségének a felsd korlatja:
Pr(F) <ez, (4.59)

ahol mind &7, mind €, nulldhoz tart, ha L minden hataron tal nd. Ebbdl adédéan megéllapithatd, hogy
a kodolas aszimptotikusan optimalis.
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5. fejezet

Csatornakodolas zajos csatornaban

Ebben a fejezetben azokat az elméleti alapokat foglaljuk dssze, amelyek a zajjal terhelt csatornaban
torténd adatatvitelre vonatkoznak. Ehhez elsGsorban a zajos csatorna fogalmat és matematikai leirasat
kell tisztazni.

5.1. Bevezetés

El6szor fogalmazzuk meg azt, hogy elméleti szempontb6l mit is jelent a csatorna. A csatorna blokkva-
zlatat a 5.1. dbran adtuk meg, ahol

o X, Xo,...,X%,... acsatorna bemenetén, és

e Y1, Yo,....Yi,... a csatorna kimenetén megjelend szimbdlumsorozat.

o Jeldljuk ezen kivil A= {as,a, ...,aj, ... }-val abemenet, B= {b;,b,, ..bj, ... } -vel pedig a kimenet
veges vagy megszamlalhatéan végtelen ABC-jének az elemeit.

A hirkdzléselméletben a zajos csatorna annyit jelent, hogy a csatorndban az adé (bemenet) és a
vevd (kimenet) kozotti kapcsolatot valamilyen, az ad6tol és vevétdl nem fliggd, és altalaban azok al-
tal nem ismert véletlen folyamat (példaul zaj, zavar) hatasa befolyasolja. Eppen ezért a csatornét a
bemeneti és kimeneti szimb6lumok kozotti statisztikus kapcsolatot leird feltételes valoszin(iségi elos-
zlassal lehet jellemezni. E feltételes valoszin(iségi eloszlas tulajdonsagai alapjan az alabbi csatornékat
szokas megkilénboztetni:

e Ha a csatorna kimenete csak a bemenet és a kimenet korabbi szimbdlumaitol fiigg, vagyis

P(yn | Xl,XZa---,anlaXn,Xn+1---,y1aYZ,---aynflaYn+1>-~-) = P(yn | X17X27"'axnflvxn7y17y27"'7yn*1)7
(5.1)

akkor a csatornat kauzalisnak nevezziik.
e Ha
P (Yn | Xt,%2, -, Xn—1,%n, Y1, Y25 -+, Yn-1) = Rex (Yn | Xn) 5 (5.2)
akkor memoriamentes csatornarol beszélink, mivel a csatorna aktualis kimenete (yn) csak az
aktualis bemenettél (xn) fligg.

X1, Xo, 0, X, ... Yi. Y, ... Y, ...
o—r Csatorna o
Bemenet (Ado) Kimenet (Vevd)

5.1. abra. A zajos csatorna blokkvazlata
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Bemenet X Y Kimenet

1 — 1

5.2. dbra. A binaris szimmetrikus csatorna (BSC)

0 0
Bemenet X A Y Kimenet
1 1

1-8
5.3. dbra. A binaris torléses csatorna (BEC)

e Ha a csatorna tulajdonsagai nem fliggenek az "id6t6l", azaz az igénybevétel sorszamatdl, n-tdl,
vagyis
Rrix (Y | %a) = Ryx (Y[ %), (5.3)
akkor iddinvarians csatornarol beszéliink.

e Ha a csatorna bemenete nem fligg a kimeneten kordbban megjelend szimbdlumoktdl, csak a be-
menet korabbi értékeitdl, azaz

P(Xn | Xl)XZa "'7Xn71;y17y2a -~-aYn71) - P(XI’] ‘ X17X2a "'7anl)a (54)
akkor visszacsatolasmentes csatornarél van szé.
Két fontos példa a memoriamentes csatornara

e A binaris szimmetrikus csatornaban (lasd a 5.2. abrat)
Rix(010)=Rx(1[1)=1-¢ é&s PRyx(0|1)=Rx(1]0)=e¢, (5.5)
tehat a hiba mértéke «.
e A binaris torléses csatorndban (lasd a 5.3. abrat)

Rex (010) =Ryx(1[1)=1-8 és Ryx(A|1)=Ryx(A[0)=35, (5.6)
ami annyit jelent, hogy a A-val jel6lt torlés val6szinlisége éppen o.

5.1. Tétel
A diszkrét memoriamentes és visszacsatolasmentes csatornara érvenyes az alabbi dsszefiiggés:

n
P(YLYZa '--7Yn ‘ X1,X2, "‘7Xn) == HPY|X (yl ’ X|)7 (57)
i=1

azaz a kimeneti szimbolumsorozat feltételes eloszlasa (feltéve, hogy a bemeneti sorozat ismert) szorzat
alakban irhatd fel, ahol az egyes szorz6tényezdk az egyes kimeneti szimbolumok feltételes eloszlasali,
ha a hozzajuk tartozé bemeneti szimbo6lum adott.

Bizonyitas

Tudjuk, hogy a korabban megismert lancszabaly szerint a bemeneti és kimeneti sorozatok egyiittes

eloszlasa felirhaté feltételes eloszlasok szorzataként az alabbi alakban:
n

P(X17X27 -.-7Xnay17YZ7 '”7yn) :HP(Xi ‘ X17X27 "'7Xi—17y17y27 '”7yi—1) P(yl | X17X27”'?Xi7y17y27 "‘7yi—1) .
i=1
(5.8)
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Ha figyelembe vessziik, hogy a csatorna memoriamentes és visszacsatolasmentes, akkor a defini-
cidkat felhasznélva a

n
P (X1, X2, -, X0, Y1, Y2, -, Yn) = [ TP X [ X1, %2, - Xi—1) Ry (Vi | Xi) =
i—1
n n n
=TTP i I xe. %2, .. %i—1) [TRx (¥i | %) = P (X, %2, .. %) [T Rex (% | %) 4 (5.9)
i—1 i—1 i—1

kifejezest kapjuk, amibdl a két oldalnak P (X1, Xy, ..., Xy)-val valo osztasa utan a

P(X17X27 "‘7XN7y17y27 "'7yn
P (X1,X2, .-+, Xn)

n
P(yl,yz,...,yn’X1,X2,.--,Xn): ) :HPY|X (yl ’X|) (510)
i=1
Osszefiiggéshez jutunk. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Példa
Alkalmazzuk a fenti tételt a binaris szimmetrikus csatorna (BSC) esetén. Mint kordbban lattuk

l1—¢, hax=y
Rix (¥ [ X) = : (5.11)
g, ha X#Y
Ezt felhasznalva:
d e \9XY)
Py 1) = (1o 0V e — 1 e (5) .12

5.2. A csatorna kapacitasa

El6szor adjuk meg a csatornakapacitas definiciojat.

5.1. Definicio

Legyen egy diszkrét memoriamentes csatorna (DMC) feltételes valoszinliségi eloszlasa Pyx (y | X),
és tételezziik fel, hogy az ad6 a csatorna bemenetén szabadon megvalaszthatja a bemeneti X (izenet
Px (x) valoszinliségi eloszlasat. Ekkor a diszkrét memoriamentes csatorna C kapacitdsa nem mas,

sz

bemeneti eloszlas Px (x) mellett lehet elérni, azaz:

C:mpz;lx[l (X;Y)] :mpxax[H (Y)=H (Y| X)]. (5.13)

A csatorna kapacitasanak a kiszamitasa néhany specialis csatorna esetén

A csatorna kapacitasat altalanos esetben zart alakban nem lehet kiszamitani, mivel az | (X;Y) kolc-
s6nds informacio Px (X) szerinti maximumanak a megkeresése altaldban igen komplex feladat. Van
azonban néhany olyan egyszer( csatorna, amelynél ez az optimumkeresés zart alakban megoldhato
akkor, ha a csatorna teljesit néhany specidlis feltételt. A kdvetkez&kben ezeket a feltételeket fogjuk
elemezni. Jel6ljik az X bemenet ABC-jének a méretét K-val, az Y kimenetét pedig J-vel.

5.2. Definicio

Egyenletes diszperziv csatornar6l beszélink akkor, ha minden bemenetrél kiindulé J szdm
atmenet ugyanolyan feltételes valdszinlségi eloszlasu, fuggetlenil att6l, hogy az atmenet melyik be-
meneti bet(itdl indult el (lasd az 5.4. abrat).

Egyenletesen fokuszalo csatornarol beszéllink, ha a bemenetrdl minden egyes kimenethez érkez6
K szamu atmenet ugyanazt a K szamu feltételes valoszinliségi értéket veszi fel, fliggetleniil attél, hogy
melyik kimeneti bet(ir6l van sz6 (lasd az 5.5. abrat).

5.1. Segédtétel
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1
2
1
2
Bemenet X Y Kimenet
1
2 K=2, J=3
1
2

5.4. dbra. Példa az egyenletesen diszperziv csatornara

Y Kimenet

K=3, J=4

Bemenet X

5.5. abra. Példa az egyenletesen fokuszalé csatornara

Flggetlenul az P« (x) bemenet eloszlasatol egyenletesen diszperziv csatorna esetén az Y feltételes
entrépiajara igaz, hogy

J
H (Y [X)=—Y pjlog(p;), (5.14)
j=1
ahol p1, p2, ..., Py egy tetszéleges bemeneti bet(itdl induld d&tmenetek valdszinliségeinek az értéke.
Bizonyitas
A bemenet egy betlijét, ax kivalasztva az Y feltételes entrOpiaja, feltéve, hogy X = ax az alabbi
formaban irhato fel:
J
H(Y]X:ak):—ijlog(pj), (5.15)
i=1
és az egyenletesen diszperziv csatorna definiciojabol kovetkezik, hogy ez minden ax, k=1,2,...,J
esetében azonos. Felhasznalva a H (Y | X) definiciojat a

J J J
HY [X)=Y H(Y[X=a)Px(@)=H(Y|X=a) Y Px(@)=H(Y|X=a)=— pjlog(p)).
=1 =1 =1
J J ! (5.16)
amivel a segédtételt bebizonyitottuk.
Példa
Az &ltalunk mintanak hasznalt két csatorna, a binaris szimmetrikus és a binaris torléses csatorna
esetén a H (Y | X)-re az aldbbi értékek adddnak:

e Binaris szimmetrikus csatornaban:

H(Y|X)=—¢elog(e) — (1—¢)log(1—¢) = h(e). (5.17)
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e Binaris torléses csatornaban:

H(Y | X) = —8log(8) — (1—8)log (1 —8) = h(d). (5.18)

Az 5.1. Segédtétel kovetkezménye
Tetsz6leges egyenletesen diszperziv csatorna kapacitasat a

J
C = max[H (Y)] + Y pjlog(p;) (5.19)
j=1

kifejezéssel hatarozhatjuk meg, ahol p1, p2, ..., Py egy tetszéleges bemeneti bet(itdl induld atmenetek
val6szinliségeinek az értéke.

5.2. Segédtétel

Ha egy K szint(i bemenettel és J szint{i kimenettel rendelkez6 diszkrét memdriamentes csatorna
egyenletesen fokuszalo, akkor egyenletes eloszlasu bemenethez (Px (x) = 1/K) egyenletes eloszlasu
kimenet (R (y) = 1/J) tartozik.

Bizonyitas

A peremeloszlasok szamitasi szabalya és a feltételes eloszlas definicidja alapjan

P (y) = 3 Pv () = X Rox (V[ X)Px (%) = ¢ X Rex (¥ ). (520)

viszont ez az dsszeg az egyenletesen fokuszald tulajdonsag kovetkeztében minden kimenet esetén
azonos fliggetlenil a J szdma Y =y aktualis értéktdl.

Az 5.2. Segédtétel kdvetkezménye

Az 5.2. Segédtétel alapjan egy K bemenetli egyenletesen fokuszald diszkrét memoriamentes
csatorndban fennall, hogy

max[H (Y)] = log (3). (5.21)
és ez a maximum a 1
Px (X) = K minden X—re (5.22)

egyenletes bemeneti eloszlashoz tartozik.

5.2 Tétel

Egy er6sen szimmetrikus (egyenletesen diszperziv és egyenletesen fékuszal6) diszkrét memdri-
amentes K bemenet( és J kimenet(i csatorna kapacitasa

J
C=log(3)+ Y pjlog(p;), (5.23)
j=1
és ez a kapacitas egyenletes a
Px (X) = % minden X—re (5.24)

bemeneti eloszlas esetén érheto el.

Példa

A bindris szimmetrikus csatorna (BSC) teljesiti az er6sen szimmetrikus csatorna mindkét feltételét,
azaz egyenletesen diszperziv és egyenletesen fokuszald is, ezért a kapacitasat az 5.2 Tétel alapjan igen
egyszer(ien meg lehet hatarozni:

C=1+elog(e)+(1—¢)log(l—¢e)=1—h(e). (5.25)

A flggvényt az 5.6. abran adtuk meg. Az abra alapjan megéllapithatd, hogy maximalis hibaarany,
€ = 0.5 esetén a csatorna kapacitasa nulla, mig € = 0 vagy € = 1 esetén a kapacitas maximalis. Erdekes
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5.6. abra. A binaris szimmetrikus csatorna kapacitasa az € fliggvényében

0 0
X ALY
1 1

1-38
5.7. abra. A binaris torléses csatorna (BEC)

megjegyezni, hogy az utébbi esetben a csatorna egyszer( logikai inverterként miikodik, ezért a be-
menet egyértelmiien meghatarozza a kimenetet, ami a kdlcsonos informaciot maximalizalja, ugyanis
ilyenkor H (Y | X) =0, igy

C= mpitx[l (X;Y)] = mpgx HY)-H(Y|X)]= mpgx [H(Y)] =log(J), (5.26)

ha'Y egyenletes eloszlasu.

Felvetodik a kérdés, hogy megadhaté-e zart alakban a binaris torléses csatorna kapacitasa. A
vélasz a kérdésre igen, de a kapacitas konkrét meghatarozasa el6tt még néhany fogalmat tisztazni kell.

A "'szimmetria" altalanos definicidja

A definiciot a binaris torléses csatorna példajaval illusztraljuk (lasd az 5.7. abrat). Az abrébdl
észrevehetd, hogy ez a csatorna két igen egyszer{i er6sen szimmetrikus csatornara bonthaté az 5.8.

abra szerint. A baloldali csatorna kapacitasa 1, a jobboldalié pedig 0, és annak a val6szinlisége, hogy
1

0 — —o 0 0

1
CG=1 C,=0
Qh=1-3 =295
5.8. abra. A binaris torléses csatorna (BEC) szimmetrikus felbontasa
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1-9
Qe o 0
)
X X AY
)
1 s 1

5.9. dbra. A binéris torléses csatorna (BEC) szimmetrikus felbontasanak ekvivalenciaja az eredeti
csatornéval

a rendszer a baloldali csatornara "kapcsol" egyenld 1 — &-val, illetve, hogy a jobboldali csatornara
"kapcsol" egyenl6 5-val.

A példa alapjan megfogalmazhatjuk a csatorna szimmetrikussadganak altalanos definicidjéat.

A 5.9. dbra alapjan egy csatorna szimmetrikus, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:

e Felbonthatd a csatorna Y kimenetének az értékkészlete L szamu egymassal a4t nem fedd (orto-
gonalis) {Y;} i=1,2,...,L részhalmazra oly médon, hogy az egyes részhalmazok és a bemenet
kozott er6sen szimmetrikus csatornak teremtik meg a kapcsolatot.

o Emellett az egyes er6sen szimmetrikus csatornakata qi, 0y, ..., q. Ugynevezett szelekcids valdszinliségekkel

valasztjuk ki.
Fontos megjegyezni, hogy ezek a feltételek csak igen specidlis esetben teljestilnek, de a binaris

torléses csatorna esetén igazak, mivel az 5.9. abra szerint az Y értékkészletét sikerlt az Y; = {0,1}

és a Yo = {A} részhalmazokra felbontani Ggy, hogy ezek és a bemenet kdzott az 5.8. dbran bemuta-

tott ersen szimmetrikus csatornak teremtik meg a kapcsolatot, ugyanakkor teljesul az is, hogy a két

erdsen szimmetrikus csatorna kivalasztasi valdszin(iségei rendre g = 1 — 8 és g, = 9. Az eljarashdl az

is kovetkezik, hogy az i-dik er6sen szimmetrikus csatorna kivalasztasa esetén az Y kimenet Y; részhal-

mazat is kivalasztottuk, azaz az i-dik er6sen szimmetrikus részcsatorna kimenetén csak az Y; elemei

talalhatok.
5.3. Tétel
A szimmetrikus diszkrét memdoriamentes csatorna kapacitasa
L
C=>aG, (5.27)
i=1
ahol {Ci} i=1,2,...,L az egyes er6sen szimmetrikus részcsatorndk kapacitasa, {gi} i=1,2,....L
pedig az er6sen szimmetrikus részcsatornak szelekcios valésziniisége.

Bizonyitas

A korabban ismertetett felbontasi eljaras szerint a szimmetrikus diszkrét memoriamentes csatorna
felbonthatd L szdmu erésen szimmetrikus részcsatornara, és az egyes részcsatornak gp, gy, ..., g valészinliséggel
kertilnek kivalasztasra. Legyen Z a szelekcid véletlen eseményével kapcsolatos indikator tipust val6szindségi
valtoz6, amely akkor veszi fel a Z =i értéket, ha éppen az i-dik csatorna kerlilt kivalasztasra, azaz
Pz (i) = gi.

A fentiek alapjan tudjuk, hogy

H(Z|Y)=0, (5.28)
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mivel Y egyértelm{ien meghatérozza Z értékét, ugyanis az {Y;} i =1,2,...,L részhalmazok orto-
gonalisak.
Helyettesitslik be ezt az eredményt az egyuttes entropiara vonatkoz6 ismert dsszefiiggésbe

H(YZ)=H(Y)+H(Z|Y)=H(Y), (5.29)
ugyanakkor az egyiittes entropiat a
H(YZ)=H(Z)+H(Y|Z)=H (Z)+ilH(Y |Z=i)P,(i)=H (Z)+ilH(Y |1Z=i)gq (5.30)
i= i—
kifejezés segitségével is meghatarozhatjuk, amibdl
H(Y):H(Z)—i—iiH(Y\Z:i)qi. (5.31)
i—

Ezekhez a lépésekhez hasonldan tudjuk azt is, hogy
H(Z| XY)=0, (5.32)

mivel Y, igy X ésY egyittesen is egyértelmlien meghatarozzék Z értékét.
Ha ezt az eredményt behelyettesitjik a feltételes egyittes entropiara vonatkozo ismert ésszefiig-
géshe, akkor a
HYZ|X)=H(Y|X)+H(Z|XY)=H(Y|X), (5.33)

kifejezéshez jutunk, ugyanakkor a feltételes egylittes entropiat a

H(YZ|X):H(Z|X)+H(Y|XZ):H(Z|X)+§L“H(Y\X,Z:i)Pz(i):
i=1

:H(Z|X)+iH(Y!X,Z:i)qi (5.34)
i=1

kifejezés segitségével is meghatarozhatjuk, amibdl
L
HY[X)=H(Z[X)+ Y H(Y|X,Z=i)q. (5.35)
i=1

Tudjuk azonban, hogy a csatornak kézdtti szelekcid csak a csatornaban lejatszodé véletlen események-
t6l flgg és fuggetlen a csatorna bemenetétdl, ezért

H(Z|X)=H(2), (5.36)

mivel az X és Z fliggetlenek egymastol, ily modon
L
HY [X)=H(Z)+ Y H(Y|X,Z=i)q. (5.37)
i=1
Hasznaljuk fel ezutan a k6lcsonds informéacié definicidjat, miszerint
LOGY)=H(Y)—H(Y | X), (5.38)

és helyettesitsiik be ebbe a kifejezésbe az el6bb kapott 6sszefiiggéseket:

|(x;Y):H(z)+iH(Y|Z=i)qi—H(Z|X>—iH(Y|X’Z:i)qi:
i=1 i=1
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5.10. &bra. A binaris torléses csatorna kapacitasa a 6 fuiggvényében

L L
+ZH (Y|Z=1i)q 2 (Y| X,Z2=1)q Z Y|Z=1)—H(Y|X,Z=1i)]q.
- i i (5.39)

Ha az i-dik csatornat egyediil vizsgaljuk, akkor a kapacitasara igaz az alabbi dsszefiiggés
LOXGY)=H(Y|Z=i)—H(Y|X,Z=i)<C, (5.40)

és az egyenl8ség az erdsen szimmetrikus részcsatornaban akkor all fent, ha a bemenet egyenletes
eloszlasl, és az kolcsonods informacid varhato értéke ekkor a

zl X;Y)q i H(Y|Z=i)—H(Y|X,Z=i)]g <C (5.41)

kifejezéssel hatarozhatd meg.
Mivel az egyenletes bemeneti eloszlas minden er6sen szimmetrikus részcsatorna kélcsonos infor-
maciojat egyszerre maximalizalja a fentiekbdl egyenesen kdvetkezik, hogy

L
C =max| (X;Y) = Y Cai, (5.42)
i=1

amivel a tételt bebizonyitottuk.
Példa
Az ismertetett tétel alapjan a binéris torléses csatorna kapacitasa egyszer{ien szamithatd, mivel

C=CiG+Cop=1(1-8)+05=1-34. (5.43)

A kapacités értékét az 5.10. ébrén adjuk meg ad nggvényében
zajos csatorna kapacitasat optimalis koherens és nem koherens vétel esetén, ha az € hibaarany az € =
Terfc(,/y), illetve az e = Sexp (—%) kifejezés szerint filgg a v jel-zaj viszonytdl. Az eredményeket
az 5.11. abrazoltuk, ahol a koherens csatorna adatait folytonos, a nem koherens csatorndét szaggatott
vonallal adtuk meg.
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5.11. dbra. A binéaris szimmetrikus fehér Gauss-zajos csatorna kapacitasa a 7y jel-zaj viszony fug-
gvényében koherens és nem koherens optimalis vev6 esetén

Fekete X Processzor 1 Y Processzor 2 z Fekete
doboz 1. ' ' doboz 2.

Y

P(z|xy) =P(z]y) Markov-lanc
5.12. dbra. Az adatfeldolgozasi segédtétel illusztracidja

5.3. Az adatfeldolgozasi segédtétel és a Fano-segédtétel

A kovetkez6kben azt kivanjuk megvizsgalni, hogy az informacio atvitele soran az adatok statisztikai
kapcsolata milyen modon valtozik, illetve arra milyen korlatok érvényesek. Ennek érdekében kimon-
dunk két fontos segédtételt, amelyek a zajos csatornaval kapcsolatos altalanos tételek el6készitését
szolgaljak.

Az adatfeldolgozasi segédtétel

Az 5.12. abradn megadott altalanos adatatviteli rendszerre érvényesek az alabbi allitasok

1 (X;Z) <1(X;Y). (5.44)
és
1 (X;Z) <1(Y;2), (5.45)

ha fennall az, hogy Z csak y-on keresztul fligg X-t6l, azaz P(z|xy) = P(z|y), tehat X, Y és Z
Markov-lancot alkot. Az fenti egyenl6tlenségek annyit jelentenek, hogy fiiggetleniil a processzorokban
elvégzett tetszbleges adatfeldolgozastdl az X és Z valdszinliségi valtozok kdlcsonds informacidja biz-
tosan nem nagyobb, mintaz X ésY, illetve az Y és Z kdlcsonds informacidja.

Bizonyitas

Haaz X, Y és Z valdszin(iségi valtozék Markov-lancot alkotnak, akkor fennall a

H(Z|XY)=H(Z]Y) (5.46)
Osszefiiggés. Ugyanakkor tudjuk, hogy
H(Z|XY)<H(Z]|X), (5.47)
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igy
1 (X;Z)=H(Z)—H(Z|X)<H(Z)—H(Z|XY). (5.48)

Ebbd&l a Markov-tulajdonsag felhasznalasaval az
[(X;Z2)<H(Z)-H(Z|XY)=H(Z)-H((Z|Y)=1(Y;2), (5.49)

kifejezést kapjuk, amivel a segédtétel elsd allitasat bebizonyitottuk.
A segédtétel masodik allitasanak igazolasahoz felirhatjuk, hogy

1 (X;Z2)=HX)—H(X|Z) <HX)—H(X|YZ)=1(X;YZ), (5.50)
és mivel

I(X;YZ)=H(X)—H(X|YZ)=H(X)—=H(X|Y)+HX|Y)—HX|YZ)=1(X;Y)+I(X;Z]Y),
(5.51)
egyszer(ien belathatd, hogy

1(X;Z) <1(X:YZ) = LXK Y)+1(XZ]Y)=1(XY)+H(Z|Y)=H(Z|XY)=1(X}Y), (552)

amivel a segédtétel masodik részét is bebizonyitottuk.

A tovabbiakban az a f6 célunk, hogy kapcsolatot teremtsiink a hibaarany és a csatorna bemenetén
és kimenetén 16v6 jelek feltételes entropidja kozott. Erre azért van szilkség, hogy el6készitsik a zajos
csatornédkra vonatkozo fontos kodolasi tétel kimondasat.

Legyen U egy tetszdleges valészin(iségi valtozd és U ennek a valtozénak a becslése, és adjunk

fels6 korlatot a H (U ]U) feltételes entrépiara. A Fano-segédtétel ismertetésehez vezessik be az

U + U hiba fogalmét, amelynek a valészin(isége Ps = Pr (U #* U).
A Fano-sggédtétel
Ha U és U egyarant L ABC-vel rendelkez6 val6szin(iségi valtozok, akkor

H (u | U) < h(Ps) + Pslog, (L — 1), (5.53)

ahol H (U | U) bitekben van megadva.
Bizonyitas
Legyen Z a hiba indikatora, azaz

0, haU= U
Z= . (5.54)
1, ha U#U

Nyilvanval6, hogy Z entrdpidja a binaris entrdpia fliggvénnyel adhaté meg, igy
H(Z)=h(Pe). (5.55)

frjuk fel ezutan az U és Z val6szin(iségi valtozok egyiittes feltételes entropiajat, ha az U valészintiségi
véltozé adott:
H(UZ\U):H(U]U)+H<Z|UU>:H<U|U>, (5.56)

mivel Z definiciojabol kovetkezik, hogy U és U egyiittes ismerete egyértelm(ien meghatarozza Z-t,
vagyis H (Z \ UU) =0.
Ezt az eredményt felhasznalva a

H(U|0>:H<UZ|U):H(Z|U)+H(U\UZ)gH(Z)+H<U|UZ> (5.57)
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5.13. dbra. A Fano-segédtétel illusztracioja

egyenl6tlenséghez jutunk, mivel korabbrdl tudjuk, hogy tetsz6leges X, Y ésV valoszin(iségi valtozok
esetén igaz az alabbi két allitas:

H(XY [V)=H(X|V)+H(Y|XV) és H(X|V)<H(X). (5.58)
Visszatérve a Z valdszin(iségi valtozé definicidjahoz tudjuk, hogy
H(U|G,zzo):o, (5.59)
mivel Z = 0 esetén U egyértelmlien meghatarozza U-t, és

H<U|U,Z:1)§Iogz(L—l), (5.60)

mivel Z = 1 esetén adott U mellett U éppen L — 1 lehetséges értéket vehet fel (L értekb6l ugyanis L —1
olyan eset van, amikor U # U), és az entropia maximuma éppen log, (L —1).

Felhasznalva a fenti 6sszefliggéseket a H (U | UZ) -re a

H (u | Uz) < Pr(Z=1)log,(L—1)+Pr(Z=0) x 0 = Pslog, (L — 1) (5.61)
felsd korlat adodik, és ebbdél az 5.57. egyenlet alapjan a
H (u |U) < h(Ps) +Pslog, (L —1) (5.62)
kifejezéshez jutunk, amivel a segédtételt bebizonyitottuk.
A Fano-segédtétel jobb oldalan szerepl6 kifejezést az 5.13. brén adtuk meg a Pe fliggvényében.

Az &bra alapjan megéllapithatd, hogy a fuggvény az P. = (L —1) /L helyen veszi fel a log, (L)
érték( maximumat, a P. = 1 helyen pedig log, (L — 1) értékd.
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Ur,Uz, ..., Uk, oos Uk X1, Xa, ooy X Y, Yo, Yo 0.,0,,.... Ok
Csatorna Csatorna .
> Nyeld
BSS k6dol6 DMC dekodold y

5.14. dbra. Az adatatviteli rendszer altalanos felépitése

5.4. A zajos diszkret memoriamentes csatorna kodolasi tételének a meg-
forditasa

Vizsgaljuk meg a 5.14. dbran megadott altalanos adatatviteli strukturéat, ahol

o A forras szimmetrikus binaris és memdoriamentes (BSS),
e A csatorna diszkrét és memoriamentes (DMC),
e U (i=1,2,...,K+T) aforrés kimenetén megjelend binaris valdszinliségi valtozok sorozata, K +
T azoknak a forrasszimbdlumoknak a szama, amelyekhez a csatorna kodol6 egy N blokkhosszUsagu
kodszot rendel,
o U (i=1,2,...,K) a csatorna dekodolé kimenetén megjelend binéris val6szinliségi valtozok
sorozata, az U; (i =1,2,...,K) sorozat becslése,
e XiésYi (i=1,2,...,N) rendre a csatorna i-dik bemeneti és kimeneti szimb6luma, N a kodszé
hossza,
e és R=K/N [bit/igénybevétel] az atviteli sebesség, amit az egy csatornaszimbolumra juto forrés-
bitek szamaval mérink.
Renszerlinkben tehét a csatorna kodold K +T szamu {U; } forrasbithez N hosszlsagu kodszavakat ren-
del, és azokat N 1épéshen, kodbetlinként atviszi a diszkrét memaoriamentes csatornan, majd a csatorna
kimenetén megjelend szimbdlumokbdl a csatorna dekodol6 eldallitja az {Ui} sorozatot, az {U;}
sorozat becslését.

Az 5.14. abra elemzése el6tt lassuk be, hogy

I (UlaUZa"'7UK)"°5UK+T;U\150\27"'70K) SI <U17U27"’aUK;UlaU\Zv”'aUK>7 (563)

ami azértigaz, mertaz U1,Uy, ...,Uk valdszinliségi valtoz6 vektor az Uy, Uy, ..., Uk, ...,Ux .1 valdszinliségi
valtozd vektorbdl processzalassal allithat6 eld oly modon, hogy az masodik vektor Uk . 1, ...,Uk 1 el-
emeit az eredeti vektorbol toroljik. Emellett igaz, hogy az Uy,U,,...,Uk vektor csak az Uy, ...,Ux. T
vektortdl fligg, igy kozottik fennall a Markov-lanc tulajdonsag.

Alkalmazva az adatfeldolgozasi segédtételt felirhatd, hogy

| (U]_,Ug,...,UK,...,UK+T;01,02,...,UK) < <U1,U2,...,UK;Ul,Uz,...,UK) <

< (xl,xz,...,xN;Gl,Gz,...,UK) <1 (X, Xa ooy X: Y2, Yoy oy Y 4 (5.64)

ezért
| <U1,U2,...,UK;Ul,Ug,...,UK) <1 (X, Xy oo Xas Y, Yo ooy Y. (5.65)

Ezutan felhasznalva, hogy diszkrét memaoriamentes csatornaban

N
H (YL, Y2, o W [ Xa, Xa, o Xn) = DO H (Y | %) (5.66)

i=1



712 5. CSATORNAKODOLAS ZAJOS CSATORNABAN

~
-~
~
-~
~

05F————————-——————-

|
I
I
I
I
}
| | ‘
0 0.25 0.5 0.75 1 X
1-C/R>0

h(1-C/R) ~—

5.15. dbra. A binaris entropia fliggvény inverze, hax > 0 és h(x) < 0.5

és, hogy
N
H(Y17Y277YN) SZH(YI)7 (567)
i=1
behelyettesitések utan az

| <U1,U2,...,UK;Ul,Ug,...,UK) < | (X]_,Xz,...,XN;Y]_,Yz,...,YN) =

N
=H(Y1,Y2, ... ) —H (Y1, Y2, .., YN | X1, X2, o, Xn) = H (Y1, Y2, .., YN) — ZH (Y| %) <
i=1

P4

N
<Y HM)—HM[X)] =X 1(X%:Y)<NC (5.68)
i=1 i=1

egyenl6tlenséghez jutunk, mivel a kapacités definiciojabol 1 (X;;Y) <C, i=1,2,...,N.

A hosszadalmas levezetés végeredményeképpen bebizonyitottuk, hogy esetiinkbenaz U1, U, ...,Uk
és Ul, Ug, ...,UK vektorok kozotti kdlcsdnds informéacid nem lehet nagyobb, mint a csatorna kapacitasa-
nak az N-szerese, azaz

| (ul,uz,...,UK;Ul,Uz,...,UK) <NC. (5.69)
Vezessik be ezutan a bithibaarany fogalmat:
1 K
= RZPQ, (5.70)
i=1
ahol
Pe =Pr (Ui - Ui) : (5.71)

A feladatunk most az, hogy kimutassuk, hogy abban az esetben, ha R > C, a bithibaaranynak van egy
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pozitiv alsé korlatja, ami azt jelenti, hogy a kapacitasnal nagyobb atviteli sebességnél a bithibaarany
nem lehet nulla, azaz ilyen atviteli sebességgel nem lehet hiba nélkil kommunikalni.
Felhasznalva, a kélcsdnds informacié definicidjat, miszerint tetsz6leges X és'Y valdszinlségi val-
tozOk esetén
OGY)=H(X)—H(X]|Y), (5.72)

és azt, hogy binaris szimmetrikus memariamentes forras esetén H (U;,Uy,...,Ux) = K, felirhat6 az
alabbi egyenl6tlenség

H <U1,U2,...,UK |01,02,...,UK) —H (U, Up,...,U) — | (ul,uz,...,UK;Ol,Uz,...,OK) —

—K—I (ul,uz,...,UK;Gl,UZ,...,GK) >K-NC=N(R-C), (5.73)

ugyanakkor a lancszabaly alkalmazasaval

H (Ul,Ug,...,UK | ul,uz,...,uK) —Y'H (Ui \ul,uz,...,UK,ul,uz,...,ui,l) <3'H (Ui \ui) .
i=1 i=1
(5.74)
A Fano-segédtételbdl binaris esetben tudjuk, hogy H (Ui | U.) < h(Py), igy az utébbi két egyen-
I6tlenség kombinalasaval

M
M=

H (ui | Ui) <Y h(P,). (5.75)

1 1

Ezek alapjan
1 N 1 C
K i:z‘ih(Pa) K (R-C) R(R C)=1 R (5.76)

Kihasznalva, hogy barmilyen alulrél homorl (konvex) f (x) fliggvény esetén fennall a

K
R_Zf(xi)g f <Ii2x.), (5.77)

ezeért
1 K 1 K
th(Pei)Sh<KZPa) =h(R,), (5.78)

amibdl nyilvanvald, hogy
h(R)>1——=. (5.79)

Mindezek alapjan kimondhatjuk a zajos diszkrét memoriamentes csatorna kodolési tételének a
megforditasat.

A zajos diszkrét memdriamentes csatorna kddolési tételének a megforditasa

Ha egy binaris szimmetrikus forras (BSS) egy C kapacitasu visszacsatolasmentes diszkrét memori-
amentes csatornan (DMC) at R [bit/igénybevétel] atviteli sebességgel kildi az lizeneteit a vev6hoz,
akkor a bithibaarany als6 korlatjat a

P,>ht <1 — :) ha R>C (5.80)

Osszefliggés hatarozza meg, feltéve, hogy R > C, mivel a binéris entrdpia fliggvény inverze csak a [0, 1]
intervallumban értelmezhet®.

A tétel illusztralasa céljabol az 5.15. dbran megadtuk a h(x) fuggvény inverzét, és mivel a P,
bithibaarany nem lehet nagyobb 1/2-nél, elegendd figyelembe venni a kétértéki inverz fuggvény also
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agat. A tétel tehat annyit allit, hogy, ha 1 —C/R > 0, akkor a B, bithibaarany alsé korlétja pozitiv,
vagyis a hibaarany nem lehet nulla. Masképpen fogalmazva, egy C kapacitasu csatornan R > C atviteli
sebességgel nem lehet hibamentesen kommunikalni.

A teljesség érdekében a fenti tételre tamaszkodva részletes bizonyitas nélkil mondjuk ki a zajos
diszkrét memdriamentes csatorna kodolasi tételét.

A zajos diszkrét memdriamentes csatorna kodolési tétele

Ha egy binaris szimmetrikus forras (BSS) egy C kapacitasu visszacsatolasmentes diszkrét memori-
amentes csatorndn (DMC) & R = K/N [bit/igénybevétel] atviteli sebességgel kiildi az lzeneteit a
vevohoz N hosszlsagu blokk kodot alkalmazva, akkor tetsz6leges € > 0 és R < C esetén a bithibaarany

Pe<e (5.81)
ha N elegenden nagy, ahol
Py — Pr (01,02,...,UK;éul,uz,...,uK) (5.82)
a blokkhibaval6szinlség, és Ps/K < R, < Ps.

A tétel tehat kimondja, hogy egy C kapacitast csatorndn R < C atviteli sebességgel aszimptotiku-
san hibamentesen lehet kommunikalni, ha a blokk kod hosszisaga (N) minden hataron tul né.



6. fejezet

A blokk kddolas elve és korlatai

A blokk kodolassal miik6dd rendszer altalanos felépitése a 6.1. abran lathato.
Az abran megadott rendszerben az alabbi feltételek teljestlnek:

o A forrés diszkrét és memoriamentes (DMS),

e A csatorna diszkrét memdriamentes és visszacsatolas mentes (DMC),

o Z aforras kimenetén megjelend véletlen (izenet sorszama, amelynek az értékkészlete M (ennyi az
atviendd tzenetek szama), és a kodolé minden lizenethez egy N hosszUsagu blokk kodszot rendel,

o X =[X1,Xp,...,Xn] @ csatorna bemenetén (a kddold kimenetén) megjelend kddsz6, melynek min-

den betlije egy L méretli ABC-bdl veszi fel az értékeit,

e Y =[Y1,Ys,...,Yn] @ csatorna kimenetén (a dekddol6 bemenetén) megjelend val6szinlségi valtozo
sorozat, amelynek minden szimbdluma egy J méret(i ABC-b4l veszi fel az értékeit,

e Z a dekddold kimenetén megjelend jel, a Z Gizenet becslése,

e és a korabbiakhoz hasonléan R = log, M /N [bit/igénybevétel] most is az atviteli sebesség, amit
az egy csatornaszimbolumra jutd forrasbitek szamaval mérink.

A rendszer tulajdonsagainak az elemzése el6tt adjuk meg a Z val6szin(iségi valtozé pontos defini-
ciéjat. Z a forras Uizeneteinek a sorszama, tehat értékeit 1-t61 M-ig az egész szamok halmazan veszi fel,
azaz Z =1, ha a forras éppen az i-dik izenetet allitotta eld, és ehhez az izenethez a kddold éppen az x;
aktualis blokk kddszot rendeli. A Z valoszinlségi valtozo valoszinliségi eloszlasa Pz (i) = Pr(Z =)
azonos a forras eloszlasaval.

A renszerben a kdvetkezé két fontos funkciot kilénbdztethetjik meg:

e Kodold, amely a forras altal el6allitott Z lizenetekhez az X = xz N hosszlsagu kodszavakat ren-

deli,

e Dekddolo, amely a csatorna kimenetén megjelend N hosszusagu Y = [Y1,Ya, ..., Yn] valdszinlségi
valtoz6 sorozat megfigyelése utan dontést hoz a Z izenet Z becslésére a

7=
Z X=X, X2,.., XN] Y = [Y1, Y2, ..., W] 7
Forras Kaédold ~ DMC Dekodolo Nyel6

6.1. abra. A blokk kdddal miik6dd adatatviteli rendszer altalanos felépitése

(6.1)
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dontési fiiggvény szerint, ami az Y vektor BN értékkészletének N dimenzios terét képezi le az
[1,2,...,M] egész szdmok halmazéra.
Példa
A rendszer miikddésének részletes analizise el6tt vizsgaljunk meg egy egyszer( példat. Valasszuk
az 5.7. abran megadott a binaris tdrléses csatornat, és legyen az iizenetek szama M = 4. M{kddjon a
kodolo az aldbbi kddolasi tblazat szerint:

z X
1 [000]
2 o11]
3 [101] (6-2)
4 [110]

A tablazat alapjan megallapithatd, hogy az alkalmazott kddszavak k6zotti Hamming-tavolsadg mindig
kett6 (Hamming-kad).

A kovetkez§ tablazat pedig megadja a dekddolé dontési szabalyat, azaz azt a leképzést, mely
szerint az Y vektor megfigyelésével a dekédolé dont Z-ra, és ezen keresztill az elkiildtt kédszé bec-
slésére, X = X5-Te.

Y Z=F(Y) X=xs
[0 00] 1 [000]
[A 0 0] 1 [000]
[0A 0] 1 [000]
[004] 1 [000]
[AA O] 1 [000]
[A0A 1 [000]
[0AA] 1 [000]
[AAA] 1 [000]
[011] 2 011]
A11] 2 011]
[0A 1] 2 011]
[014] 2 011]
AA 1] 2 (01 1]
(A 14] 2 (011] (6.3)
[101] 3 [101]
(A0 1] 3 [101]
[1A1] 3 [101]
[104] 3 [101]
[1AA] 3 [101]
[110] 4 [110]
[A10] 4 [110]
[1A0] 4 [110]
[114] 4 [110]
[111] 1 [000]
[100] 1 [000]
[010] 1 [000]
(00 1] 1 [000]

Erdemes megjegyezni, hogy a kddold és a dekddol6 fiiggvényét elvileg tetsz6legesen meg lehet valasz-
tani. Példankban is énkényesen valasztottuk ki mind a kodolo, mind pedig a dekodolo leképzési sz-
abalyait.
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Erdekes kérdés ezutan, hogy miként lehet optimalis 4tviteli rendszert tervezni, egyéltalan mekkora
az optimalis megoldas komplexitadsa. Ehhez vizsgaljuk meg, hogy adott M, N, L és J értékek esetén
hanyféleképpen lehet a fenti tablazatokat kitolteni, vagyis hanyféle atviteli rendszert lehet definialni.
A kodol6 esetén az LN szamu lehetséges kodszot

Ky = (L) (6.4)

féleképpen lehet az M (izenethez rendelni, megengedve azt is, hogy tébb (izenethez ugyanazt a kddszot
rendeljuk. A dekddol6 esetében pedig az M (izenetet

Ky =M (6.5)

féleképpen lehet az JN szam( Y vektorhoz rendelni. Ezek alapjan a lehetséges kiilonb6z6 rendszerek
szamat a .
K = KiKp = LNMMY (6.6)

kifejezés adja, amibdl nyilvanvald, hogy az optimalizalasi feladat igen 6sszetett, a lehetséges rendsz-
erek szama ugyanis a paraméterek exponencialis fliggvénye. Eppen ezért kritikus kérdés az optimalis
kodolési és dekddolasi szabalyok megfogalmazésa, és az optimalis eljardsok megvalosithatésaganak a
vizsgalata.

6.1. Kodolasi és dekddolasi kritériumok

A digitélis informacidatviteli rendszerek mindségét legaltalanosabban a Pg blokkhibaarannyal (illetve
a B, a bithibaarannyal) lehet jellemezni, ahol

P =Pr(2#2). (6.7)

Optimalis informéacidatviteli rendszerrél akkor beszélhetiink, ha adott csatorna esetén az ésszes lehet-
séges kodolo és dekddold kozil kivalaszjuk azt az egyetlen part, melynél a hibaarany minimalis.
Sajnos el6re leszdgezhetjik, hogy univerzalisan érvényes optimalis kodolasi szabalyt nem ismerink,
ezért foglalkozzunk inkabb az optimélis dekddolas lehetséges megoldésaival.

Lehetséges optimalis dekodolasi szabalyok

e Maximum a posteriori (MAP) dekddolasi szabalyrdl beszéliink akkor, ha a Pz blokkhibavalszin(ség
értékét minimalizaljuk ismert Pz kddszbeloszlas (forrésstatisztika) esetén.

e Maximum likelihood (ML) dekddolasi szabalyrol beszéliink akkor, ha a Pg blokkhibavaldsziniiség
értékét minimalizaljuk Ggy, hogy a Pz kddszo6eloszlasrol (forrasstatisztikarol) nincsen ismeretiink,
ezert azt feltételezzik, hogy a kddszavak eloszlasa egyenletes.

e Minimax dekodolasi szabalyrol beszéliink akkor, ha a Ps blokkhibaval6szin(iség legrosszabb,
maximalis értékét minimalizaljuk, azaz teljesitjik, hogy a

(Pelwe = max P (6.8)
érték legyen minimalis.

Erdemes megjegyezni, hogy gyakorlati rendszerekben leginkabb a maximum likelihood rendsz-
ert hasznaljuk, ahol egy adott "jél megvalasztott" kodold mellett egyenletes eloszlasi kddszavakat
feltételezve valasztjuk meg az optimalis dekodolas modjat az alabbiakban részletesen ismertetett mod-
szer alkalmazésaval.
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6.2. A blokkhibavaloszinliség minimalizalasa, az optimalis dekodolasi
szabaly megfogalmazasa
A korébbi definiciot felhasznalva felirhatjuk az
1—PB:Pr<Z:Z):Pr(Z:F(Y)) (6.9)

dsszefuggést, ahol F (YY) a dekddolési fliggvény. Felhasznalva a dekddolési fliggvény és a feltételes
varhat6 érték definiciojat az

1-Ps=YPrZ=F(Y)|Y=Y)R () =D Pyv (FW) |Y)P(¥) =X Pr (F(y),y), (6.10)
y y y
ahol az 0sszegzest az dsszes N hosszUsagu y = [y1, Yz, ..., yn] Kimeneti szimb6lomsorozatra végre kell

hajtani.
Az egylittes eloszlasra vonatkozé ismert

Py (F(y),Y) =Pzy (F(Y) [ Y)Py (y) =Pz (y [ F (¥)) Pz (F (y)) (6.11)
azonossagot alkalmazva a fenti kifejezés az
1-Ps= %P\qz (YIF(y)P(F(y)) = %P\qx (¥ [ Xeqy)) Pz (F (¥)) (6.12)

forméaban irhatd at. Ennek az egyenletnek az alapjan a hibavalészin(iség akkor minimalizalhatd, ha

e maximum a posteriori (MAP) dekddolasi szabaly esetén minden y vektornal maximalis a

Ryix (Y [ %) Pz (i), (6.13)

szorzat, tehat Ggy kell megvalasztani az F (YY) dekddolasi fiiggvényt, hogy ezt a szorzatot max-
imalizélja,

e Teljesen hasonlé médon maximum likelihood (ML) dekddoléasi szabalynal a

Pyix (Y [ Xi) (6.14)

értékét kell minden y vektor esetében maximalisra valasztani, vagyis igy kell megkonstrualni az
F (YY) dekddolasi fliggvényt.

A dontési szabalyokat a kovetkez6képpen lehet értelmezni. A csatorna kimenetén, a vevdben
ismerjiik a csatorna tulajdonsagait, vagyis a zajos csatornat leird Py|x (y | xi) vektorokra vonatkozo
feltételes valdszinliségi eloszlasfliggvényt (diszkrét memoriamentes csatornaban természetesen ele-
gendd a Ryx (Y| xi) ismerete), és a lehetséges lizenetek halmazat, azaz az X valosziniiségi valtozo
vektor 0sszes xj, i =1,2,...,M értékeit. A dontési szabaly azt mondja ki, hogy az aktualisan vett
y’ vektort be kell helyettesiteni az M kiilonboz6 Pyx (y | xi) fiiggvénybe, és arra az X; Uzenetre, il-
letve arra az i értékre kell donteni, amelynél MAP dekodolasi szabaly esetén a Py(x (Y | X) Pz (i), ML
dekddolasi szabaly esetén pedig a Pyx (¥ | xi) kifejezés maximalis.

6.3. A Bhattacharyya-korlat két kddszo esetén

A fogalmak jobb megértése érdekében elészor foglalkozzunk azzal az esettel, amikor az (izenetek
szdma M = 2, tehat minddssze két N hosszlsagu kddszot visziink at a csatornan. Ekkor a feltételes
blokkhibaval6szin(iséget, feltéve, hogy az i-dik tizenetet kiildték a

Pgj = Pr (Z;Az 1Z= i) (6.15)
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kifejezéssel szamithatjuk, amibdl az atlagos blokkhibaval6sziniiség

M
Ps = PajiPz (i) (6.16)
i—1

értéklire adodik.

A tovabbi vizsgalatokhoz célszer( definialni az F () dontési fliggveny altal meghatérozott a deko-
dolasi vagy dontési tartomany fogalmat. i-dik dontési tartomanynak nevezzilk az Y vektor értékkés-
zletének azon részhalmazat, melyben a dontési fliggvény felhasznalasaval éppen az i -dik lzenetre
dontink, azaz

Di={y:yeB" &s F(y)=i}. (6.17)
A dontési tartomany ismeretében a feltételes blokkhibavaldszin(ség is egyszeriien meghatarozhat6
a
Pgi = Y, Pyx (Y] X) (6.18)
y¢Di

kifejezés segitségével, mivel hiba akkor torténik, ha az i-dik tizenet kiildése esetén nem i-re dontiink,
vagyis a vett y vektor nem a D; dontési tartomanyba esik.

Ha csak két lizenetiink van (M =2), akkor csak két dontési tartomanyunk van, tehat ha y € Dy,
akkor ebbdl az kdvetkezik, hogy y ¢ Dy, ezért

Paz= D, Pyx(y[x2). (6.19)

yeD;

Ugyanakkor maximum likelihood (ML) ddntési szabaly esetén igaz, hogy ha 'y € D;, akkor

Ryix (Y [ X1) = Pyx (¥ [ X2) , (6.20)

amibol kovetkezik, hogy megszorozva az a Py, blokkhibavaldsziniiség kifejezésenek jobboldalat a

Pyix (Y | X1)

Pyix (Y | X2) =1 (621

értékkel, a blokkhibavalészin(iségre a

Poo < 3 Pux(y %) [P s oy Ry [xe) (622)

yeD; Pyix (Y| X2) yeD;

felsd korlatot kapjuk. A fenti eredményhez hasonl6an a masik (izenethez tartoz6 blokkhibaval6szin(isé-
grea

Pon < 3 4/Pux (¥ | x0) Pyx (v | x2) (6.23)

yeD;
fels6 korlat adodik, amib6l az atlagos hibavaldszintiségre a két feltételes blokkhibaval6szin(iség 6sszege
trivialis fels6 korlatot ad:

Ps < Pgj1 +Pg2 < Z\/PY\X (Y I x0) Pyyx (Y | X2).- (6.24)
y

Ez a fels6 korlat anélkiil is kiszamithatd, hogy ismernénk a dontési tartomanyokat, ugyanis itt az
Osszegzést az y teljes értékkészletére el kell végezni, nem csak egy adott déntési tartomanyra.
Diszkrét memdriamentes csatorna esetén

N
Pyix (Y | x) = H Ryix (Yn | Xn), (6.25)
n=1
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ezért

N
Pe < Pg1+Ps2 <), \/Pv\x (Y | x0)Pyx (¥ | x2) = Y, \/H Ryix (Yn | Xan) Byix (Yn | X2n) =
y y n=1

N

N
= ZZZH \/PY|X (Yn [ X1n) Pyjx (Yn [ Xon) = HZ \/R(\X (Y| 1n) Byjx (Y | Xen)- (6.26)

yi ¥2 YN n=1 n=1y

Bhattacharyya-korlat
Ha diszkrét memoriamentes csatornan binaris informaciot viszink at két x; és xo N hosszlsagu
kodszéval, akkor a blokkhibavalészin(iség felsd korlatja a

N
Pgi < HZ\/PY\X (Y[ %tn) Rex (Y [ %en); 1=1,2, (6.27)

n=1Yy

vagy legrosszabb esetben a

N
(Peue =TT /P (¥ [ 10) P (3 o) (6.28)
n=1y

kifejezéssel hatarozhatd meg.
Specialis esetben, ha ismétleses kddot alkalmazunk, azaz

x1=[0,0,..,0] és X =[1,1,...,1], (6.29)

akkor

N
Peji < <Z\/va(y|0)va(yll)> =12, (6.30)
y

Definialjuk ezutan az Ggynevezett Bhattacharyya-tavolsag fogalmat.

Definicid

A csatorna bemenetén 1év8 két kodszé n-dik szimboluma koz6tti Bhattacharyya-tavolsagnak nevez-
zik a

D, = o5, 3 V/Rex (Y [ Xan) Reix (¥ | Xen) (6:31)
értéket, ami X1, = 0 és Xop, = 1 esetén
Do = —log; 3 VR (V1O Rex (v ] 1), (6.32)
ezért ismétléses kodnal, binaris kod-ABC-t feltételezve
P < 27 NPe, (6.33)
illetve
(Pg)ye < 27 NPe. (6.34)

A Bhattacharyya-tavolsag tehat olyan specidlis tavolsag, amely a csatorna bemenetén lév6 két
szimbdlum kozotti tAvolsagot Ugy hatarozza meg, hogy egyuttal figyelembe veszi azt is, hogy ez a
két szimb6lum hogyan jut at a csatorndn. Ez azt jelenti, hogy a Bhattacharyya-tavolsag egyszerre
ad felvilagositast a két bemeneti szimbdlum kozotti kiilonbségrél és a csatorna viselkedésérdl is. A
Bhattacharyya-tavolsag az alabbi specialis tulajdonsagokkal rendelkezik:
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e A tavolsag nulla, ha a két bemeneti szimb6lum azonos, mivel

Dg, = —log, Y’ \/Pv\x (Y [ Xtn =X)Ryx (¥ | Xon = X) =
y

= —log, Y Ryx (Y] X) = —log, 1 =0. (6.35)
y

e A tavolsag nem negativ, mivel a

iZabi = \/E\/E (6.36)

Cauchy-egyenl6tlenség szerint (egyenldség akkor és csak akkor all fent, ha a; = by)

0< zy‘, \/Pv|x (Y [ Xtn) Rejx (Y | Xen) < \/g, Ryx (Y| X1n>\/§, Rix (Y] %n) =1,  (6.37)

ezért
Dg, > 0. (6.38)

e A tavolsag akkor is nulla, ha a két bemeneti szimbélum kiilonbozik egymastol, de a csatorna Y
kimenete fliggetlen a csatorna X bemenetétdl, mivel a Cauchy-egyenl&tlenség

) V/Rex (¥ Dxan) P (v Yen) < @ Reix (¥ | Xtn) \/g Rox (¥ ) (6.39)

osszefuiggésénél, barmely xqn, # Xon esetén, egyenléség akkor és csak akkor all fent, ha

Reix (Y [ Xan) = Ryjx (Y | X2n) (6.40)

minden y-ra.

Tudjuk viszont, hogy Y és X fliggetlensége esetén

Rex (v %) =Ry (y), (6.41)

minden x-re és y-ra, igy elmondhatjuk, hogy ilyen csatornaban barmely két bemeneti x;, és

Xon Szimbolum Bhattacharyya-tavolsaga nulla értékdi. Erdemes megjegyezni, hogy annak a
csatornanak a kapacitasa nulla érték(, melyben az Y valdszin(ségi valtozé fiiggetlen az X valdszinlségi
valtoz6tol, mivel

C= mpilxl (XyY) = mpilx HY)—-H(Y|X)]= mpilx H(Y)—H(Y)]=0. (6.42)

Ezért binaris bemenet( diszkrét memdériamentes csatornaban a Dg Bhattacharyya-tavolsag akkor
és csak akkor pozitiv, ha a csatorna kapacitasa is pozitiv.

e Hibamentes csatorna esetén, ha x;n, # Xon, a Bhattacharyya-tavolsag végtelen, mivel ilyenkor a
Ryix (Y | %in) i = 1,2 mennyiségek kozil legalabb egy mindig 0 értekd.

Példa
Szamitsuk ki az altalunk korabban bevezetett két binaris mintacsatornaban a Dg Bhattacharyya-
tavolsag értékét.
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6.2. abra. A binéris torléses csatorna Bhattacharyya-tavolsaga a o fliggvényében

e Binéris torléses csatornaban (BEC)

¥ \/Rex (Y1 0)Ryx (¥ | 1) = /Ry (01 0) Rex (0] 1)+
y

+\/R(|X(A|0)PY\X(A’1)+\/PY\X(1’0)R(\X(1\1):
=/(1-8)x 0+ V8 +/0x (1—3) =3,

ezért
DB - - IOgZ 87

és
(PB)WC < 2N|0925 _ SN.
Az eredmény a 6.2. abran lathato.

e Binéris szimmetrikus csatornaban (BSC)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

> /Rrix (Y10 Ryx (1 1) = /Ry (01 0) Py (0 1)+ 1 /Rex (1] 0) Rix (1]1) =
y

=/(1-g)e+/e(l—¢)=2\/e(1—¢)
ezért
Dg = —log, [2 8(1—8)} )

és
(P < 2% V0] _ N (1))

N
2

(6.46)

(6.47)

(6.48)

Az eredményeket a 6.3. dbran adtuk meg, és az alabbi tablazatban kis e-ok esetében 6sszeha-
sonlitottuk a hibaarany pontos értékét a Bhattacharyya-tavolsagbél szarmaztatott felsé korlattal

kulonbozd N blokkhosszoknal.
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6.3. abra. A binaris szimmetrikus csatorna Bhattacharyya-tavolsaga az € fliggvényében

N Fels® korléat Pontos kd&zelités
1 ~ 28% ~E
2 ~ 4e ~ 2¢

6.49
3 ~ 88% ~ 3¢? ( )
4 ~ 16¢2 ~ 6¢?
5 ~ 32¢3 ~ 103

6.4. A Bhattacharyya-korlat kett6nél tébb kddszé esetén

Ketténél tobb kddszo esetén, ha a kddszavak (lizenetek) szama M, és a kddszavak rendre az X2, X1, ..., Xm
vektorok, akkor a feltételes blokkhibavaldszinGseg a

M
Poi= D, Prx (Y Xi) =2, X Ryx(y|xi) (6.50)
y¢Dj jj;::-YEDj

Osszefiiggéssel hatarozhatd meg.
A maximum likelihood (ML) dontési szabalynal ha az y vektor benne van a D; dontési tartomany-

ban, akkor
Peix (Y[ X)) > Pyx (Y [ Xk); K# |, (6.51)

ezért igaz, hogy ilyenkor
Pyix (Y [ X)) > Pyix (Y [ Xi) - (6.52)

A célunk az, hogy adjunk egy felsd korlatot a blokkhibaval6szinliségre ebben az esetben is. A fels
korlat meghatarozasat visszavezetjik a bindris esetre, amikor csak két kodszé allt a rendelkezésiinkre.
Vélasszuk ki ehhez a mlivelethez az i-dik és j-dik kodszét, és tekintsiik Ggy a rendszert, mintha csak
ez a két kddszavunk lenne. A tovabblépés el6tt definialjunk egy Gj D’j dontési tartomanyt, ami azzal
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jellemezhetd, hogy ebben a tartomanyban a j-dik kédszohoz tartozo feltételes valdszindségi eloszlas-
fuggvény nagyobb az i-dik kddszohoz tartozonal, de nem feltétlenul nagyobb a tébbi kodszohoz tar-
tozo feltételes valdszinliségi eloszlasfliggvénynél, hiszen most ezeket nem is vessziik figyelembe. A
D’ déntési tartomény a

D ={y:yeB" és Pyx(y|xj)>Pyx(y|x)} (6.53)
kifejezéssel definialhatd, és ebb6l a definiciébdl nyilvanvald, hogy
D) 2 D, (6.54)

vagyis a D’j tartomany magaban foglalja az eredeti D tartomanyt.
Ennek a ténynek az a kdvetkezménye, hogy

S Px (V%) < Y Pex (v | xi), (6.55)

yeb;j yeD)

és felhasznélva a binaris esetre érvényes Bhattacharyya-korlatot

> Pox(Y]%) < 3 Peix (v %) <2¢PY|xy\x )Pyx (v | ). (6.56)

y€eD; yeDj

Ha ezt az utdbbi dsszefiiggést behelyettesitjik a feltételes blokkhibavaldszinliség kifejezésébe,
akkor az Ggynevezett Gniés Bhattacharyya-korlathoz jutunk:

Pgj < ZZ\/ Pyix (¥ %) Prix (v [ X)), (6.57)
=1y
i#

amit diszkrét memériamentes csatornaknal a

M N
Poi < Y, TT3 /Rex (¥ %) Reix (¥ ) (6.58)

j=1ln=1Yy
j#
alakban adhatunk meg. Fontos megjegyezni, hogy ez a fels6 korlat a kodszavak szamanak ndvekedésével

egyre kevéshé szoros, s6t a j szerinti 8sszegzés miatt a fels6 korlat értéke nagyobb lehet, mint egy. Ezt
a problémat oldja fel a kdvetkezd fejezetben targyalt Gallager-korlat.

6.5. A Bhattacharyya-korlat altalanositasa, a Gallager-korlat

Mint ahogy azt a korabbi fejezetekben mar megmutattuk, a feltételes blokkhibavaloszinlség értéket
altalaban a

Pai = >, Pyix (Y[ Xi) (6.59)

y¢Di
egyenl8ség alapjan hatarozhatjuk meg. Azt is igaz, hogy, hay ¢ D;, akkor van legalabb egy olyan j # i
érték, ahol
Peix (Y [ Xj) > Pyjx (Y [ Xi) - (6.60)
Ennek alapjan igen kdnnyen belathat6, hogy y ¢ D; esetén biztos, hogy

p
M : s
> <PYX(y|XJ)> >1 ha s>0,p>0, (6.61)

=\ Pyix (Y | %)
J#
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mivel az adott dontési tartomanyban az dsszegben szerepel legalabb egy

X
Pyix (Y | Xj) (6.62)
Pyix (Y | i)
hanyados, ami nagyobb vagy egyenld eggyel.
Atrendezés utan a kifejezés y ¢ D; esetén az

M

(Pyx (Y %)) Zl(PY\x(WXi))S >1 ha $>0,p>0 (6.63)
i=
A

alakra hozhat6, amit behelyettesitve a feltételes blokkhibavaldszinliseg 0sszefliggésbe a

p
M

Poi< Y (Px (%) ™8 Y (Rex (v x))° (6.64)
y

¢Dj j=1
j#
felsd korlathoz jutunk, ahol p és stetsz6leges nem negativ szamok. A p és smegvalasztasakor teljesit-
stink egy specidlis "szimmetria" feltételt, azaz legyen

1
S=— , 6.65
1+p ( )

amibdl 1
1—-ps=— >0 6.66

és ezzel a valasztassal irjuk végleges alakba a feltételes blokkhibavaldszin(iség fels6 korlatjat.
Gallager-korlat
Ha M sz&mu Uzenetet viszink at egy csatornan az N hosszisagu blokk kéd Xi,Xo,...,Xm kod-
szavaival, és maximum likelihood (ML) dekddolasi algoritmust hasznalunk, akkor Gallager szerint a
feltételes blokkhibaval6szintiség felsd korlatja a

p
M

> (Rux(y[x)) T 5 i p=0 (6.67)
=i
i

Pai < Y (Ryix (Y [ xi) o
y

kifejezéssel hatarozhat6 meg, ami diszkrét memoriamentes csatorna esetében a

p

N Y .
Pgji < 1_[12 (Rex (Y | Xin)) &° 21 (Rex (Y[ xjn)) =P » ; p>0 (6.68)
n=1y j=
J#

formaban adhat6 meg.
A Gallager-korlat a Bhattacharyya-korlat altalanositasa és annal szorosabb felsd becslést ad, ugya-
nis:

e p =1 esetén visszakapjuk a korabban ismertetett

M
Pgi < 2\/Pv|x (v %) Pyix (Y [ X)) (6.69)
=1y
J#

Bhattacharyya-korlatot.
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e A felsd korlat p szerinti minimumat megkeresve pedig biztosan nem kapunk rosszabb felsé
becslést ennél.

e Erdemes megjegyezni, hogy az egyszer(i Gini6s korlatnal ez a korlat azért jobb, mert a kdd-
szavak szdmanak, M-nek a ndvekedését p csokkenése képes kompenzalni, ugyanis felsd korlat
kifejezésében a j szerinti 0sszeg p-dik hatvanya szerepel, igy a fels6 korlat M-mel nem né
aranyosan.

6.6. Véletlen kddolas

Shannon maér a korabban idézett 1948-as cikkében bevezette a véletlen kddolas mddszerét, amellyel
a csatornak altalanos tulajdonsagait lehet jellemezni. Miért is célszer(i ennek a modszernek az al-
kalmazasa? A valasz a kovetkez6. Tudjuk, hogy az optimalis adatatviteli rendszer megvaldsitasahoz
egyszerre kell optimalisra valasztani a kodolét és a dekddolét is. A dekddold optimalis kialakitasara is-
merlnk konstruktiv modszereket (MAP, ML), sajnos a kodoldra nincsen optimalizalasi eljaras. Ennek
az a kdvetkezménye, hogy egy konkrét csatorna atviteli tulajdonsagairol optimalis koriilmények kozott
nem tudunk hatérozott allitasokat tenni, illetve csak kimerit6 kereséssel lehetne a feladatot megoldani,
ami nem polinomialis bonyolultsagl probléma. A feladat megoldasara Shannon a véletlen kodolas
modszerét vezette be. Ez annyit jelent, hogy a csatornat az alabbi feltételekkel vizsgaljuk:

o A forras Uzeneteihez véleletlentl valasztunk N hosszisagu kédszavakat a lehetséges kddszavak
halmazabdl egy adott valasztasi (sorsolasi) statisztika szerint, vagyis a kédolasi szabalyt véletlen
valasztassal helyettesitjik.

e A dekddol6t a csatornahoz optimalisan illesztjiik valamelyik optimalis dekddolasi eljarast alka-
Imazva.

e Minden véletlenul vélasztott kdd esetén becstiljiik a rendszer blokkhibaval6sziniiségét, és meghatéaroz-
zuk a hibaarany atlagat az dsszes lehetséges kddvalasztas figyelembevételével.

Az eljaras elénye az, hogy igy az optimalis kddolé megvalasztasa nélkil is allitasokat tehetiink a
rendszer teljesit6képességével kapcsolatban, igaz, hogy csak az 6sszes lehetséges kodolo atlagos tula-
jdonsagaira vonatkozdan.

A véletlen kddolas tobbféle modszerrel is elvégezhetd:

e Az 0sszes N hosszlsagu kodszo6 kozil M kilénboz6t valasztunk, azaz azonos kddszavakat biz-
tosan nem rendeliink kiilénb6z6 (izenetekhez. Ha a kddszavak ABC-je L méretl, akkor ezt a

vélasztast (L,\;‘) kiilonbz6 mddon lehet elvégezni adott

QX1,X27-~~,XM (XlaXZa“'vXM) (670)
"kivalasztasi" valészinliségi eloszlassal.

e Az dsszes N hosszisagu kodszd koziill M-szer fiiggetleniil azonos eloszlas szerint valasztunk
kodszavakat, vagyis megengedjuk azt az esetet is, hogy ugyanazt a kdédszo6t rendeljik tobb
lizenethez is. Ha a kodszavak ABC-je L méretdi, akkor ezt a valasztast LNM kiilénbz6 madon
lehet elvégezni a

M
Q1 Xo..o.Xm (X1, X2, - Xm) = [ ] Qx (xj) (6.71)
=1

"kivalasztasi" valoszinlségi eloszlassal, ahol Qx (x) az egy kddszo kivélasztasanak a valdszinliségi
eloszlésa.
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e Az egyes kddszavak minden betfijét fliggetleniil azonos eloszlas szerint valasztjuk ki az L méret(i
ABC-bdl, igy a kodszavak "kivalasztasi" valdszinliségi eloszlasat a

M
Q. Xo..o X (X1, X2, - Xm) = [T Qx (X)) HHQX Xin) (6.72)
j=1

j=1n=1

alakban adhatjuk meg, ahol x; = {Xj1,Xj2, ..., Xjn } a j-dik kodsz6, és Qx (x) az egy bet(i "valasztasa-
nak" a valdsziniiségi eloszlasa. Ertelemszer(en itt is el6fordulhat az, hogy kélonboz6 iizenetekhez
azonos kddszavakat rendellink.

6.7. Véletlen kodolas két kodszo esetén, a csatornak hatarsebessége (cut-
off rate)

Vizsgaljuk meg ezutdn a binaris Uzenetatvitel esetét, amikor két kddszavunk van, x; és X (M = 2).
Tételezzik fel, hogy a két N hosszisagu kodszat egymastol fiiggetlenil azonos

Qx (X) (6.73)

"kivalasztasi" valészin(iségi eloszlas szerint sorsoljuk. Ezért a két kddszo kivalasztasanak az egyuttes
eloszlasa

Qxy, %, (X1,X2) = Qx (X1) Qx (X2) . (6.74)

Ha minden kisorsolt kodszopar esetén ismerjuk Pg,. (X1,X2)-t, a blokkhibavaldsziniiség értékét a
legrosszabb esetben, akkor ennek az atlagat a

E [P, (X1,X2)] = DD Pa, (X1,X2) Qx (X1) Qx (X2) (6.75)

X1 X2

Osszefiiggéssel adhatjuk meg.
A Bhattacharyya-korlat alkalmazasaval binaris esetben a Pg,. (X1,X2) fels6 korlatja

Po,. (4, %2) < 31 /Pyx (¥ [ X0) Prix (¥ [ X2), (6.76)
y
ezért a varhat6 érték felsd korlatja

E [P, (1.32)] £ 333 Prix (¥ x0) Prjx (¥ X2) @ (x0) Qx (x2) =

X1 X2 Y
2
— %%\/P\qx (y | x1)Qx (Xl)%\/ Pyix (¥ | X2)Qx (x2) Zg, [;«/va (y | X)Qx (x)] . (6.77)
Diszkrét memdriamentes csatorndban, ha a kddszavak betdit flggetlendil sorsoljuk, azaz
N
Qx (Xl,Xz,...,XN) = HQX (Xn), (678)
n=1
és
V Prx (v [X)Qx (x H Ryix (Yn | %n)Qx (%) , (6.79)
vagyis
N
2\/PY\X (y | x)Qx (x 22 ZH Reix (Yn | %0)Qx (%) = [T 2 4/ Prix (Y | Xn)Qx (Xn) ,

XN N= n=1 Xn

(6.80)
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akkor a Pg,,, (X1,X2) varhato értékének a felsd korlatja:

N 2
E[Ps, (x1,%2)] < XD ... Y, [HZ Ryix (Yn | Xn)Qx (Xn)] =

Y1 Y2 YN [N=1 Xn
2 N
:HlZ[Z F’v|x<yn\xn)Qx(Xn)] = [Z [Z R(x(y,X)Qx(X)]] . (6.81)
n=1Yn | Xn y X

A blokkhibavalészintség fels6 korlatja két kodszo esetén

Ha diszkrét memdriamentes csatornaban bindris tizeneteket visziink at, és az N hosszlsagu kod-
szavak betlit a Qx (x) valdszinlségi eloszlas szerint fuggetlentl valasztjuk ki, akkor a legrosszabb
esetben a blokkhibavaldszin(iség varhato értékének a fels6 korlatja a

E [PBWC] < 2—N(—|092 Zy[ZX vV P‘(\X(Y‘X)QX(X)]Z> 7 (6.82)

vagy a
E [P, <277 (6.83)

kifejezéssel hatarozhat6 meg, ahol

2 2
Ro = mx (— 0, 3| 3 /Re 4100 (] ) = g, (mcgnz 3Ry 100x ) )
y Lx

y X
(6.84)
a csatorna hatarsebessége, az Ugynevezett cut-off rate. Er6sen szimmetrikus csatornak esetén az opti-
malis érték az egyenletes Qx (X) eloszlashoz tartozik.
Példak

e Szimmetrikus binaris memdriamentes csatornaban altalaban igaz, hogy

2
Ro=~log; 3| 3P0 + 5 VPOTD| =

y

= —log,; 3 [P(y]0)+ 2/PyT0)VPYTT) +Ply| )] =

y

1+ /Py[0)P(y[1)], (6.85)
y

ezért
Ro=1—log, [1+27P¢] (6.86)

ahol Dg a Bhattacharyya-tavolsag.
Binaris torléses csatornaban (BEC):

Ro=1—log,[1+9], (6.87)

l4sd a 6.4. &brét.
Binaris szimmetrikus csatornaban (BSC):

Ro =1 log, {1+2\/e(17—8)} , (6.88)

lasd a 6.5. abrat.
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6.4. &bra. A binéris torléses csatorna hatarsebessége a  fliggvényében
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6.5. &bra. A binéris szimmetrikus csatorna hatarsebessége az € fiiggvényében
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Tetsz6leges szimmetrikus csatornaban:

Ry = log, L — log, 1+%222\/P(y\x)P(y]x’) . (6.89)
X x y
NED

e Binaris szimmetrikus csatorna esetén, mint lattuk

Ro = 1 log, [HZM} , (6.90)

amibdl € = 0 esetén, tehat a hibamentes csatorndban Ry = 1 adddik, igy a legrosszabb esetben
az atlagos blokkhibavalészin(iség felsd korlatjara a

E[Ps,] <27N (6.91)

értéket kapjuk. Ez az eredmény els6 latasra meglepd, mivel a felsd korlatt6l elvarhatd, hogy
idedlis csatorna esetén pontos értéket adjon. Nyilvanvald ugyanis, hogy X1 # X, esetén P = 0.

A véletlen kodolas viszont megengedi azt is, hogy a binaris atvitel két kédszava egyforma

legyen, és tudjuk, hogy a betlinkénti véletlen kddszovalasztasnal ennek az eseménynek a valdszinlisége

Prix; =xp) =2"N, (6.92)
ezért az atlagos hibavalészin(iség:
E[Ps,] =0xPr(xq #X) + 1 x Pr(x; =xp) =27, (6.93)

tehat a fels6 korlat pontos.
Megjegyzendd, hogy € = 0.5 esetén, ha a csatorna kapacitasa C = 0, a fels6 korlat

ElPs,] <1 (6.94)

6.8. Véletlen kddolas tobb kodszd esetén, a hatarsebesség értelmezése

Ha létezik egy blokk kod az {x1,X2, ...,xm } N hosszlsagu kodszavakkal, és M = 2NR ahol Raz étviteli
sebesség, akkor érvényes a

M

Pai < X 31/ (v 1) Py (v %)) (6.95)
=1y
J#i

unids Bhattacharyya-korlat, ezért véletlen kddvalasztaskor

Mz

E[Psi] < D E [Z \/Pv\x(y | %) Py (Y [ %) - (6.96)
y

j=1
j#

Ha a kddszavakat egymastal fuggetleniil azonos Qx (X) sorsolasi valdszinliséggel valasztjuk meg,
akkor

Qx; x; (%i,Xj) = Qx (Xi) Qx (Xj) (6.97)

minden i £ j-re, ezért

E [Py < zz;;ﬁm %) P (¥ X1)Qx (%) Qx (x}) =

M
:1 Xi
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?JM:

" 2
%; Pyix (Y | Xi)Qx (Xi 2 Pyix (Y | Xj)Qx (X ZZ[; PYX(Y|X)QX(X)] =

j=1

i

2
- 1)%, [g,\/ Pyx (Y | X)Qx (X)] ; (6.98)
mindeni=1,2,...,M értékre.

A korabbi eredmények alapjan diszkrét memaoriamentes csatornaban, ahol

Pyix (Y [ X) H Ryix (Yn | Xn) (6.99)

a fenti kifejezés az alabbi alakban irhato fel:

E [Pgj] <(M— 1[ [Z\/WQX H : (6.100)

amibdl a hatarsebesség definicidjat felhasznalva a
E [Pgi] < (M—1)27NR (6.101)
osszefiiggéshez jutunk. Ezutan figyelembe véve, hogy (M —1) < M =2NR g
E [Pgi] < (M-1)27NR < M2~ NR = 2~ NR-R) (6.102)

felsd korlatot kapjuk.

Véletlen blokk koédok anids korlatja

Ha egy M = 2NR szamd N hosszlsagu kodszavakbol allé blokk kod minden kddszavat betlinként
fuggetlenil sorsoljuk ki azonos Qx (X) eloszlassal, akkor az igy kialakitott sszes lehetséges blokk kad
atlagos blokkhibavaldszinliségének a fels6 korlatja a

E[Pg] <27 NR-R) (6.103)

kifejezéssel hatarozhatd meg.
A kifejezés tartalmat a kdvetkezdképpen magyarazhatjuk:

e Ha R < Ry, akkor N ndvelésével a E [Pg] fels6 korlatja nulldhoz tart. Ebb6l az kdvetkezik, hogy
az Ry hatarsebesség alatt a csatornaban a blokkhossz névelésével aszimptotikusan hibamentesen
lehet az adatokat tovabbitani.

e Az el6bbi allitasbdl kdvetkezik, hogy Ry < C, mivel a diszkrét memoriamentes csatorna kodolasi
tételének a megforditasa szerint a kapacitas felett még aszimptotikusan sem lehet hibamentesen
kommunikalni.

e Ezek alapjan Ry egy olyan, a csatorna mindségét jellemzd paraméter, amely (i) megadja az
atviteli sebesség felsé korlatjat, amely alatt a csatornaban aszimptotikusan hibamentesen lehet
kommunikalni, és (ii) véges atviteli sebességnél meghatarozza az atlagos hibaarany felsé kor-
latjat is.

Mivel a E [Pg] < 2-N(R—R) kifejezésben az (Ry — R) a kitevben szerepel, ezért bevezetjik az Ggyn-
evezett Bhattacharyya-exponenst, amely

Es(R) =Ry —R (6.104)
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0 Ro R

6.6. abra. A Bhattacharyya-exponens a csatorna atviteli sebességének a fliggvényeben

értékd, és egyértelmlien meghatarozza azt, hogy véletlen kédolasnal az atlagos blokkhibavalészin(iség
fels6 korlatja hogyan fiigg az atviteli sebességtél. A Bhattacharyya-exponenst az R fliggvényében a
6.6. dbran mutatjuk be.

A véletlen kddolasi tétel Gallager-féle verzidja

A korébbi fejezetekbdl tudjuk, hogy a Gallager-korlat optimalis p érték esetén Iényegesen szoros-
abb felsd becslést ad, mint a Bhattacharyya-korlat. Alkalmazzuk tehat a

p
M

1 1
Pei <D (Pyx (Y %)™ ¢ Y (Pyx (Y[ %)) ¥ ¢ ; p=0 (6.105)
y =1
J#

Gallager-korlatot véletlen kddolasnal a feltételes blokkhibavaldsziniiség meghatarozésara.

Tételezzilk fel, hogy az aktuélisan atvitt kddsz6 az x; = X rogzitett értéket veszi fel, és szamit-
suk ki a feltételes blokkhibavalosziniiség atlagos ertékét véletlen kodolas esetén, ha a tobbi x; (i =
1,2,...,M, i # j) kodszot véletlenul valasztjuk ki a lehetséges kodszavak halmazabdl valamilyen
kdz0s sorsolasi valoszindiségi eloszlas szerint. A varhato érték ekkor a

p
1 M 1

1 .
EPgi | Xi=x] <D (Rx (YIX))TPE | D (Ryx (Y Ix)™P » [ Xi=X{|; p>0 (6.106)
y =1
J#i
kifejezés segitségével hatarozhaté meg.

A kovetkez6 atalakitas el6tt korabbi tanulmanyainkbol bizonyitas nélkil idézzik vissza az Ggyn-
evezett Jensen-egyenltlenséget, ami a kdvetkezéket mondja ki: ha X egy valdszinliségi valtozé és az
f (x) fliggvény konvex, akkor

E[f(X)] < f(EX)), (6.107)

illetve, ha az f (x) fliggvény konkav, akkor

E[f(X)] > f(E[X]). (6.108)

A Jensen-egyenl6tlenséget az 6.7. dbrén illusztraljuk konvex f (x) fuggvény és binaris X val6szinliségi
valtozo esetén, ahol Pr(X =x;) = pésPr(X =x)=1—p.
Alkalmazzuk a Jensen-egyenl6tlenséget az egyszer(i hatvanyfiiggvény esetében, ahol

f(x)=xP. (6.109)
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6.7. abra. A Jensen-egyenl&tlenség illusztracioja konvex fliggvény esetén (p = 0, 25)

Tudjuk, hogy ez a fuggvény konvex az x > 0, 0 < p < 1 tartoményban, mivel ilyenkor a fliggvény
mésodik derivaltja
f*(x) =p(p-1)x"*<0, (6.110)

ezért a feltételes blokkhibaval6szin(iség atlagos értékének a kifejezésében szerepl6

p p
M 1 1
ERY R 1x)™ b [Xi=x| < zE[(PY\xy|x>)l+prxi=xf} . (6111
=1
#i o

A fenti eredmény felhasznalasaval a feltételes blokkhibavaldsziniség atlagos értékére a
P
1 1
E [Paji [ Xi =x] <Y (Pyx (y[x)) ™ Z E [(wa Y1) | X = xi’} (6.112)
y
i

kifejezést kapjuk.
Ha a kddszavak paronként fuiggetlenek, akkor

H
[N

E[(Rex (y 1)) 7 X = %] =E[(Rex (¥ 1)) 7| = 3 (Rux (v [ X)) 77 Qx (), (6113)

ezért
L L P
€ [P X =] < 3 (Rox v 1) M-17 (3 Rexly 1) T Qx0)) (6119
y X
és

E [Pei] < Y E[Pej | Xi =x]Qx (X)), (6.115)

!
X
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amibdl

€ [Por] < X3 (Prx (1)) 4) M -1 (3 (Prx 1) 5 Q) =

y x

1+p

(M— 1F’Z[Z(PYXy|x))l1 (x)] . (6.116)

A kifejezések alapjan megallapithat6, hogy az igy kiszamolt fels6 korlat csak a csatorna paramétere-
itdl, a sorsolasi (kodvalasztasi) statisztikatol és a kddszavak szamatol fiigg. A felsé korlatot diszkrét
memariamentes csatorna esetén a

1 1+p]N
E [Pgi] <(M-1)° [2 [Z(R(x (y]%) ™ x(X)} p] (6.117)

y X

alakra irhatjuk at, ahol Ry|x (y| X) a csatorna egy kodbetire vonatkozo feltételes valdszin(iségi elos-
zl&sa, N a blokk kod hossza, Qx (x) pedig az egy kddbet( sorsolési val6sziniiségi eloszlasa.
A fentiek alapjan definiélhatjuk az Eq (p, Q) Ugynevezett Gallager-fuggvényt:

1 1+p
B0 (p.Q) = —log, T {2 (Rox (v ] ) 7 Qx <x>] , (6.118)

y X

amit felhasznalva a fels6 korlat a
E[Pei] <(M—1)P2 NP 0<p <1 (6.119)
egyszer(i forméban adhaté meg. Kihasznalva, hogy
(M —1)P < MP = 2PNR. (6.120)

a felsd korlatra a
E[Pgi] <2 N&®PAPR g<p<1 (6.121)

végsd formulat kapjuk.

Véletlen blokk kédok Gallager-korlatja

Ha adott egy diszkrét memoriamentes csatorna, melyben N hosszusagu véletlen blokk koddal
visziink at M = 2NR szamu iizenetet oly mddon, hogy a kodszavakat paronként fiiggetleniil valasztjuk,
és a kodszavak egyes betlit egy adott Qx (x) valdszinliségi eloszlas szerint egymastol fuggetlentl sor-
soljuk, akkor az 6sszes lehetséges M elem(i kodok halmaza felett értelmezett Pg blokkhibavaldszin(iség
atlagos értékének felsé korlatja

E[Rg] <2 NBR 0<p<i (6.122)
értekd, flggetlenul a P, (z) forraseloszlastdl. A kifejezésben

Ec(R) = mngR(R, Q) = mgxomax [Eo (p,Q) — pR], (6.123)

az Ugynevezett Gallager-exponens, ahol

Es(RQ) = Jmax, [Eo(p,Q) —pR. (6.124)
A Gallager-fliggvény és a Gallager-exponens tulajdonsagai
A tovabbi vizsgalatok el6tt adjuk meg a Gallager-fiiggvény és a Gallager-exponens tulajdonsagait
(lasd a Fuggelék 8.1. fejezetét).
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e A korabbiakbol tudjuk, hogy p = 1 esetén a Gallager-korlat azonos a Bhattacharyya-korlattal,
ezért a Gallager-fliggvény

max Eo (p,Q)[p=1=FRo, (6.125)
igy a p szerinti maximumkeresés utan biztosan igaz, hogy
Ec(R)2Es(R =R —R (6.126)

ahol Ry a csatorna hatarsebessége, Eg (R) pedig a kordbban megismert Bhattacharyya-exponens.

e A Gallager-fiiggvény p = 0-nal nulla, a 0 < p <1 tartomanyban nem negativ és p-val monoton

nd, azaz

Eo(p,Q) >Eo(0,Q) =0, 0<p<1, (6.127)

és B
0. Q) >0, 0<p<1. (6.128)

ap
e A flggvény a 0 < p <1 tartomanyban konvex, azaz
2

? ESZ(S’Q) <0, 0<p<Ll (6.129)

e A fliggvény kezdeti derivaltja a p = 0-nél egyenld a csatorna bemeneti és kimeneti jelei kozotti
IOXGY)=H(Y)—H(Y|X) (6.130)
kdlcsonds informacidval.

e Az Eg (R, Q) exponens az R= 0 helyen azonos a Gallager-fliggvény p = 1 helyen felvett értékével,
mivel

Es(0,Q) = max [Eo(p,Q) —pRllrco = max [Eo (p,Q)] = Eo (1,Q). (6.131)

0<p<1 0<p<1
mivel Eg (p,Q) a {0 < p < 1} tartomanyban p-val monoton né.

e Az Eg(R Q) fliggvény a {0 < R< R:(Q)} tartomanyban —1 meredekségl az R fliggvényében,

ool 9o (p.Q)
Ro(Q) = =20,y (6.132)
p
e Az Eg (R, Q) fliggvény az 0 < R< g (X;Y) tartomanyban pozitiv és konkav (felllr6l homoru),
ahol
|Q (X,Y) = (X,Y) }PX(X):QX(X) . (6133)

Az Eg (R, Q) fuggvény tulajdonsagait a 6.8. bran adtuk meg.
Ha ezutan végrehajtjuk az Eg (R, Q) fliggvény optimalizalasat a Qx (x) szerint, akkor az

Ec (R) = maxEg (R Q), (6.134)
Qx (%)
Gallager-exponens értékét kapjuk, melyet a 6.9. abran illusztralunk. Az &bra alapjan megallapithatjuk,

hogy az Eg (R) Gallager-exponens a csatorna kapacitasa alatt nem negativ értékd, vagyis a korabban
meghatarozott atlagos blokkhibavalészinliség felsd korlatja

EPs) <2 M® o0<p<i (6.135)

az N ndvelésével aszimptotikusan nullahoz tart. Ez azt jelenti, hogy a kapacitasig a csatornaban asz-
imptotikusan hibamentesen lehet kommunikalni, ugyanakkor a fenti egyenl6tlenség segitségével az
atlagos blokkhibavaldszin(ség felsé korlatjat is meg lehet hatarozni.
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Ec (Ra Q)

Eo (17 Q)

0 R. E(1,Q Io(XiY) R

6.8. abra. Az Eg (R, Q) Gallager-exponens a csatorna atviteli sebességenek a fliggvényében

Ec(R)

C R

6.9. dbra. Az Eg (R) Gallager-exponens a csatorna atviteli sebességének a fiiggvényében
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6.9. A véletlen kddolasi korlatok értelmezése

A korabbi fejezetekben blokk kodolas esetén meghataroztuk a blokkhibavaldszin(iség fels6 korlatjat
véletlen kddvalasztast feltételezve. Sajnos ez a korlat elsé kozelitésben a konkrét rendszerekr6l nem
mond semmit, hiszen, abbdl a tényb6l, hogy az dsszes lehetséges blokk kdd feletti E (Pg) atlagos
blokkhibaval6sziniiség felsd korlatja elegend@en kicsi, még nem kdvetkezik, hogy létezik olyan kdd,
amely az Osszes lehetséges P, forraseloszlas mellett elegendden jo Py értéket ad (Pgj az i-dik Uzenethez
tartozé feltételes blokkhibaval6szindiség).

Legyen a forras eloszlasa egyenletes, azaz Pz (i) = 1/M, és jeloljiuk Pg-vel az egyes lizenetekhez
tartozé feltételes hibavaldszinliségek egyszer( aritmetikai atlagat:

1 M
S (6.136)
i=1

Ezutan tételezziik fel, hogy M paros, tehat M = 2M’, és vegyik ki a halmazbol azt az M’ kédszot,
amelyeknél a P a legnagyobb. A megmarad6 M szamd kodszo esetére biztosan igaz, hogy minden
Pg); feltételes blokkhibavaldszindseg (lasd a Fuggelék 8.2. fejezetét)

Paji < 2Ps. (6.137)

Tekintsiik ezutdn a megmaradt M’ szdmu kddszét egy Uj kddnak, amire maximum likelihood dekd-
dolasi szabaly alkalmazasa mellett igaz, hogy

Bi < < |’3|i>WC <2Ps (6.138)
Felhasznalva az Unids Bhattacharyya-korlatot
E[(P),o] <2E[Pg] <2x 2 NR=R), (6.139)

ahol R az eredeti kdd atviteli sebessége, és

1 ) 1
R = logM' =R (6.140)

az () kdd atviteli sebessége. Ezekkel a jelolésekkel igaz, hogy
E[(P),o) <4x2 NRR), (6.141)

Ez az egyenlet azt mondja ki, hogy léteznie kell legalabb egy R’ atviteli sebességl kddnak, amelynek
minden blokkhibaval6szinlisege nem rosszabb, mint ez az atlag.

Az egyenletesen jé kdd létezése

Létezik legalabb egy M = 2NR méret(i, N hosszusagu kodszavakbol allé blokk kod, amelynek
a legrosszabb esetben sz&molt blokkhibavaldszinlsége diszkrét memdriamentes csatornaban (DMC)
maximum likelihood (ML) dekddolasi szabalyt alkalmazva teljesiti az alabbi egyenl&tlenségeket:

(Po)ye < 4 x 2 NRo-R), (6.142)

Bhattacharyya-korlat, illetve
(Pg)ye < 4 x 27 NEe(R) (6.143)

Gallager-korlat esetén. Az Eg (R) Gallager-exponens jellegét a 6.10. és 6.11. &bran illusztraljuk az
Ry =C ésaz Ry < C esetekben.
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0 Ro=R=C R
6.10. dbra. Az Eg (R) Gallager-exponens jellege az Ry = C esetén

Ec(R)

C R

6.11. dbra. Az Eg (R) Gallager-exponens jellege az Ry < C esetén



7. fejezet

Fa és trellis kodolas

Ebben a fejezetben a blokk kdodolas technikajaval szemben a csatornakodolas két masik terlletét a fa,
illetve trellis kddolast elemezziik. Ezek a kddolasi modszerek sok alkalmazasi teriileten felilmualjak
a hagyomanyos blokk kddolas mindségi paramétereit, ezért a mindennapi gyakorlat szempontjabdl is
igen jelent6sek. A korszer( vezetéknélkili kommunikéacids rendszerek szinte mindegyike hasznélja
Oket.

A kodolasi modszer elméleti vizsgalata el6tt az alapok jobb megérttetése érdekében egy egysz-
eri, de ténylegesen alkalmazhaté megoldas részletes vizsgalataval foglalkozunk, és ezen a példan
illusztraljuk a témaval kapcsolatos legfontosabb fogalmakat.

Egy elvi példa vizsgalata

A kddolasi rendszer pontos definicidjanak megadasa és az altalanos analizis el6tt elemezziik a 7.1.
abran megadott egyszer( binaris konvollcios kédolé mikddését.

Az &brén {U;} a binéris forrdsszimbdlumok sorozata, {X;} a kodolt binaris szimb6lumok sorozata.

A rendszer a kdvetkez6képpen miikodik:

e A forras szimbdlumai egy két elembdl all6 shift regiszter bemenetére keriilnek, és egy egysz-
er(i, modulé-2 ésszeadokat tartalmazé logika az U; aktudlis forrasszimbolum és az Uj_1,U;_»
korabbi forrasszimbdélumok felhasznalasaval elGallitja az Xy 1 €s Xpi kddolt jeleket. A kddold
tehat memdriaval rendelkezik, vagyis az aktudlis kimeneti jelei nem csak az aktualis bemeneti
szimbdlumoktol, hanem a korabbi értékektdl is fiiggenek.

e A szelektor az Xpj_1 és Xpi szimbo6lumokat sorszam szerint rendezi. Mivel egy forrasszim-
bolumhoz két kddszimbdlum tartozik, a kddolasi arany

1
R=3. (7.1)
N
N X2|—1
Ui o Xai1, X0
! Uit Ui Szelektor % b7
Forras
Modul6-2 6sszeadas
Ve A Xoi D _
N U | | Egységnyi késleltetés

7.1. abra. A példaként vizsgalt egyszer( binaris konvolucios kddolé felépitése



100 7. FA ES TRELLIS KODOLAS

A kodolo kimenetén az alabbi jelek jelennek meg:

Xoi-1 =UidUi_s i = 1,2,.. (7.2)
Xi=UeU_1eU_, i=12,.. (7.3)
A fenti eredmény felfoghat6 Ggy is, mint a bemeneti sorozatésaz 1,0,1,0,0,..., illetveaz 1,1,1,0,0, ...

sorozat (“sulyfliggvény") konvolicidja. Innen ered a konvollcios kddolas elnevezés.

Mas szemmel nézve ez a rendszer egy véges allapotl szekvencidlis logikai halézat, amelyben a
kimeneti jelek a bemeneti jelektdl és a rendszer allapotvaltoz6itdl, a memoriak tartalmatol fliggenek.
Ugyanakkor a rendszer kovetkez6 allapota is a bemeneti jelek és az aktudlis allapot fliggvénye. A
kodold aktudlis o; &llapota nem maés, mint a shift regiszter cellainak a tartalma:

ci = [Ui_1,Ui_2]. (7.4)
A szekvencialis logikai halézatok kimenetét a bemeneti sorozat és a
o1 =[0,0], (7.5)

vagy az ezzel egyenértéki
Up=U_1=0 (7.6)

kezdeti allapotbdl egyértelmiien meg lehet hatarozni. Megjegyzend6, hogy ennek a rendszernek két
szabadsagi foka, vagy két fliggetlen kezdeti feltétele van.

Fa tipusu kédok

Ha elhatarozzuk, hogy a 7.1. abran bemutatott kddolét L; szamu informécids bit kodolasara hasznaljuk,
majd ezt kovetben éppen T szamu 0 érték(i bitet adunk a kédolé bemenetére, azaz az

Ul,Uz,U37 ---;ULt,ULt+1 = O,ULH-Z = 0, --~7ULt+T =0 (7.7)
bitsorozatot kodoljuk, akkor a kodold kimenetén az
X =[X1, X2, X3, ... Xn] N=2(Li+T) (7.8)

N hosszUsagu kodszd jelenik meg (ahol T a kédol6ban 1év8 shift regiszter hossza).

A kbdol6 ebben az esetben egy Lt hosszisagu bitsorozathoz N hosszusagi kodszét rendel, azaz
ugy viselkedik, mint egy

L+ T

kodolasi aranyu blokk kédold. A koédszavak ilyenkor egy gyokeres fa terminalis csomopontjaihoz
rendelhetdk, ezért az ilyen elven miikodd kddokat fa tipust kddoknak nevezzilk. A 7.2. dbrén ezt a
fat dbrézoltuk Ly = K =3 és T = 2 esetén. Az abran az egyes belsd csomédpontokban eladgazasok
vannak, és az elagazas iranya az aktualis bemeneti bit értékétél fligg. Ha az aktudlis bemeneti bit
logikai 1 értéket vesz fel, akkor a fa felfelé &gazik el, ha a bit értéke logikai 0, akkor pedig lefelé.
Az fa egyes agait a kodolo altal el6allitott Xy 1 és Xp; kimeneti bitekkel cimkéztiik fel. Példankban
a harom értékes bithez tartoz6 nyolc kiilonbdzé N = 10 hosszisagu kodsz6 a fa gyokerétdl az egyes
terminalis csomoépontokhoz tartozé utak mentén olvashatd le.

Trellis kddok

A mintarendszeriink miikodését mas megkézelitésben is vizsgalhatjuk. U 1 =Uy =Us =Us =0
feltételek mellett tetszdleges értékes [Uq,Uz,Us] bemeneti sorozat kodolasa esetén abrazolni tudunk
egy olyan fat is, amelynek minden elagazasaban feltlintetjik a kodol6 aktualis allapotat, a shift reg-
iszter tartalmat is. Ezt a fat adtunk meg a 7.3. abran. A fa egyes belsé csomépontjaiban ismét elagaza-
sok vannak, és az elagazas iranya az aktualis bemeneti bit értékétél fligg. Ha az aktudlis bemeneti bit

K
Rt = N (7-9)
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7.2. abra. A binéris fa tipust kod abrazoléasa

logikai 1 értéket vesz fel, akkor a fa felfelé agazik el, ha a bit értéke logikai 0, akkor pedig lefelé. Az
fa egyes agait most is a kddol6 altal elBallitott Xy; _1 és Xpi kimeneti bitekkel cimkéztiik fel.

A gyokérnél a kodolo kezdeti allapota 6; = [Ui—1,Uj_2] = [0,0], mivel U_; = Uy = 0. Innen
indulva az éallapotok, az elagazésok iranya és kodolo éltal elGallitott kimeneti bitek a bemeneti bitek
értékétdl fuggenek. Mindez azt jelenti, hogy ez a fa az altalunk korabban emlitett sorrendi hal6zat
teljes mikodését leirja, mivel egyszerre jellemzi

e a kodol6 belsé allapotanak a fiiggését a bemeneti jelektdl és a rendszer aktuélis allapotatdl,
e ésarendszer kimeneti jeleinek a fliggését a a bemeneti jelektdl és a rendszer aktualis allapotatol.

Ez a két fliggvény pedig nem mas, mint egy dinamikus rendszer allapotvaltozos leirasa.

A dinamikus rendszerek mikodését mas kanonikus leirdsi modszerekkel is tudjuk jellemezni.
llyen a 7.4. 4bran megadott Ugynevezett allapotatmenet diagram, ahol a rendszer allapotaihoz csomépon-
tokat rendellink, és a csomdpontok kdzotti atmeneteket a U; /Xpi—1, Xoi adatokkal, tehat az aktuélis be-
meneti és a kimeneti bitekkel cimkéztiik fel. A 7.3. és a 7.4. bra kdzott az a 1ényeges kiilonbség, hogy
az elébbi a rendszer miikodését egy kijeldlt idintervallumban, az id6 fiiggvényében irja le, mig az
allapotatmenet diagram a rendszert az id6t6l fuggetlendl jellemzi.

A 7.5, &bran lathato trellis a 7.3. dbrdn megadott fa és az allapotatmenet diagram tulajdonsagait
egyesiti azaltal, hogy az allapotok kozdétti atmeneteket id6ben irja le. A trellis-en a fiigg6leges tengely
iranyaban az rendszer kiilénb6z6 allapotait tuntettjik fel, az allapotok kozotti atmenetek a trellis alatt
feltintetett bemeneti U; bitektdl figgenek. Ha az aktualis bemeneti bit logikai 1 értéket vesz fel, akkor
a trellis felfelé agazik el, ha a bit értéke logikai 0, akkor pedig lefelé. A trellis egyes atmeneteit a
kédolo altal eldallitott Xoi_1 és Xoi kimeneti bitekkel cimkéztik fel.

Az abrar6l most is egyértelmien leolvashatok az [U_1 = 0,Uy = 0,U1,Uz,U3,Us = 0,Us = 0] be-
meneti sorozathoz tartoz6 N = 10 hosszlsagu kédszavak. Ehhez nem kell mést tenni, mint a trellis
agairol leolvasni a bemeneti bitek altal meghatarozott elagazasi iranyok szerint a kodolé altal el6alli-
tott Xoi_1 és Xo;i kimeneti biteket a trellis kezd6 és végpontja kozétt. Erdemes megjegyezni, hogy ha
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7.3. abra. A kdédold miikddésének a leirsa a bels6 allapotok feltlintetésével

1/10

7.4. abra. A négy belsd allapoti konvollcios kédolé allapotatmeneti diagramja

1/01

0/00
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a kddol6 kezdeti feltétele o1 = [0,0] és bemeneti bitsorozat utols6 T szamu bitje (esetinkben T = 2)
logikai O értéket vesz fel, akkor a folyamat végén a kodol6 belsd &llapota 1,141 = [0,0] lesz, azaz a
rendszer visszatér az eredeti kezdeti allapotaba.

Mivel a kddold miikddésének leirasara a trellis igen alkalmas, az ilyen kédoléval generalt kddokat
trellis kodnak, illetve az ilyen kddolot trellis kodolonak nevezzik. Emellett fontos megjegyezni,
hogy a trellis struktdra specialis tulajdonsagait a dekddolasnal komolyan ki lehet hasznalni.

Azt az N; szamot ami meghatarozza, hogy egy bemeneti szimbdélumtol hany kimeneti szimb6lum
figg a kodold kényszertdvolsaganak nevezzik. Ez esetlinkben az Ni = (T +1)/R = 6 értékkel
egyenl6.

7.1. A \Viterbi féle maximum likelihood dekodolasi algoritmus

A kovetkez6kben egy olyan, gyakorlatban igen fontos algoritmussal ismerkediink meg, amely lehetévé
teszi a konvoldcids kddok maximum likelihood értelemben vett optimalis dekddoléasat zajos csatornak
esetén.

Az algoritmus altalanos definicidja helyett most is a 7.1. dbran megadott egyszer(i binaris konvold-
ciés kodolo példajaval illusztraljuk a miikodést, raadasul feltételezziik, hogy a kodolt jeleket binaris
szimmetrikus csatornan (BSC) tovabbitjuk. Az algoritmust tehat igen egyszer(i feltételek mellett mu-
tatjuk be, ugyanakkor téreksziink arra, hogy a miikodéssel kapcsolatos altalanos fogalmakat maradék-
talanul megismertessiik.

Tételezzik fel, hogy a binaris szimmetrikus csatorna hibaparamétere benne van a 0 < € < 0.5 tar-
tomanyban, és legyen a dekddolas maximum likelihood tipusi. A korabbiakbdl ismert, hogy a diszkrét
memariamentes csatorna X bemeneti és Y kimeneti vektorai kozott értelmezett feltételes valoszintisegi
eloszlasfuggvény szorzat alakban irhat6 fel, azaz

N N

P [x)=T]PWnlx)=TTIx—e)1(yi=x)+el (yi # )], (7.10)

n=1 n=1
ahol | (A) az A esemény indikéatora:

1, ha A=igaz

| (A) = { : (7.11)

0, ha A=hamis
Ennek alapjan ismert y és x esetén

d(x,y)
P(y | x) = (1—g)N-AOWedoy) — (3 _g)N (158) , (7.12)

ahol d(x,y) az x és y vektorok Hamming-tavolsaga (azon pozicidk szdma, ahol az x bemeneti és y
kimeneti N hosszlsagu vektorok azonos sorszamu elemei kiilénbdznek egymastol).
Mivel tudjuk, hogy

O<e< (7.13)

N -

ebb6l nyilvanvald, hogy

€
0<——<1 7.14
<L (7.14)
ezért a maximum likelihood dekddolasi szabaly szerint adott y vektorhoz azt az x* vektort kell valasz-
tani, ahol P(y | x*) maximalis, amihez esetlinkben a d (x,y) Hamming-tavolsag minimumahoz, vagy
az (N —d(x,y)) Hamming-egybeesés maximumahoz tartozé x* értéket kell megkeresni.
Példa
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7.5. dbra. A trellis felépitése a példaként vizsgalt binaris kodolo esetén

Hatarozzuk meg ezutan az maximum likelihood detektor altal demodulalt [01,0203} sorozat
értékét, ha a vevd bemenetére az

Y =Yy =[y1,¥2,Y3,¥4,¥5,Y6,Y7,¥8, Yo, Y10] = (01010101 11] (7.15)

sorozat érkezik. Ehhez hasznaljuk fel a 7.6. abran lathatd trellis-t oly mddon, hogy a trellis minden
idérésében szamitsuk ki a Hamming-egybeesés értékét. A dekddoléaskor alkalmazott metrika, azaz a
trellis elejétdl a végéig értelmezett utak "josaganak” a mérészama ugyanis a vett y vektor és az adott
Uthoz tartozé x; kddsz6 Hamming-egybeeséseinek a szama.

A Kitlizott feladatot az alabbi 1épésekben végezhetjik el:

e Atrellis minden id6résében kiszamitjuk az igynevezett agstlyokat, a vett y,; 1,y szimbélumok
és a trellis dsszes agahoz rendelt Xy _1,%i kddelemek Hamming-egybeesésének a szamat. Ez
példaul a masodik id6résben azt jelenti, hogy kiszamitjuk a bemeneti 01 szimb6lumok és ren-
dre az 00, 11, 01 és 10 kdédszimbolumok kozétti Hamming-egybeesés értékét, az 1, 1, 2 és 0
agsulyokat.

e Atrellis minden allapotdhoz hozzarendellink egy memoriacellat, amelyben gy(jtjik a kumulativ
agsulyokat, és ezzel az 6sszeggel felcimkézziik az egyes allapotokat. Ez az els6 két idérésben
annyit jelent, hogy az adott allapothoz egyszeriien hozzarendeljilk a bemenett6l az adott al-
lapotig vezetd agak agsulyainak az 6sszegét, ugyanis az elsd két id6résben a bemenettél minden
allapothoz csak egyetlen Gton lehet eljutni.

e A harmadik id6résben a trellis mar teljes, mivel minden allapotbdl két masik allapotba lehet
eljutni a kodol6 szabalyainak megfeleléen. Ennek az a kdvetkezménye, hogy az idérés végén
minden allapotba az id6rés elején 1évé allapotokbol két &g vezet. Nyilvanvald, hogy ilyenkor a
kumulativ agsulyok kiszamitasa nem trivialis, hiszen felvetddik a kérdés, hogy az adott id6réshez
tartoz6 agsulyok kozil melyiket kell figyelembe venni az id6rés végén a kumulativ agsulyok
meghatarozasanal. A kérdés a kdvetkez6képpen valaszolhatd meg. A dekddolas soran azt az
utat kell kivalasztani, amely mentén a kumulativ agsulyok (a kumulativ Hamming-egybeesések)
értéke maximalis. Ebbd&l kdvetkezik, hogy az adott id6rés végén a kumulativ agstlyok meghatarozasanal
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7.6. dbra. A Viterbi-algoritmus illusztralasa a példaként vizsgalt binaris kodolo esetén binaris szim-
metrikus csatornaban, ha a vett jelsorozaty = {0,1,0,1,0,1,0,1,1,1}

csak azt az agat kell figyelembe venni, amely mentén a kumulativ 4gsuly nagyobb, és a méasik
ag elhagyhato. Példankban ezt tettik akkor, amikor az [11] allapothoz tartozé kumulativ agsuly
meghatarozasanal megnéztiik, hogy mekkora az id6rés elején a [11] allapothoz tartozé kumu-
lativ &gsuly (ennek az értéke 1) és a két [11] &llapot kozotti &g sulya (ennek az értéke 2), tehat
ezen a uUton haladva az [11] allapot kumulativ &gsulya az id6rés végén 3, és ezt dsszehasonli-
tottuk azzal az esettel, amikor az id6rés végén 1évo [11] &llapotba az [10] &llapotbdl jutunk el.
Ez ut6bbi esetben az iddrés elején 1évd [10] allapothoz tartozé kumulativ &gsuly 2 értékd, az
[10]-[11] atmenethez tartoz6 agsuly pedig 0 értékd, ezért, ha ezen az Gton jutnank el az idérés
végén az [11] &llapotba, akkor az [11] allapothoz rendelt kumulativ agsuly csak 2 értékd lenne.
Ebbdl az kovetkezik, hogy az [10]-[11] &tmenet a tovabbi vizsgalatbdl kizérhatd, mivel nem
Iétezhet olyan optimalis Ut, amely ezt az agat tartalmazza. A fentiekbdl az kovetkezik, hogy
ezt a lépést folytatva elérhetd, hogy az id6rések végén minden allapothoz csak egyetlen meg-
marado ag vezessen. Az abran az elhagyott agakat vékony szaggatott, a megmaradt 4gakat pedig
folytonos vonal jeldli.

e Ha a fentiekben leirt eljarast a teljes trellis-re végrehajtjuk, akkor a dekddolas igen egyszerdi.
Nem kell mast tenni, mint a kimenett6l visszafelé haladva meg kell keresni az egyetlen meg-
maradd utat, és le kell olvasni azt, hogy ehhez az Gthoz milyen bemeneti szimbélumok tar-
toznak. Az igy kivalasztott utat vastag szaggatott vonallal abrazoltuk, és tudjuk, hogy ehhez
az Gthoz az |U; = 1,U, = 0,Us = 1| demodulalt sorozat tartozik. Az abran a kivalasztott utat

vastag szaggatott vonal jel6li.

A Viterbi dekddolas metrikajanak a megvalasztasa altalanos esetben
A fentiekben vizsgalt algoritmus akkor mikodik helyesen, ha olyan metrikat tudunk bevezetni,
amely diszkrét memdriamentes csatornat feltételezve az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

e A trellis egyes agaihoz egymastdl fiiggetlenil rendelhetd agsuly, és a teljes Ut eredd metrikaja
az Uthoz tartozo egyes dgak metrikajanak az 6sszege. A metrika tehat additiv.

e A maximum likelihood szabdly szerint kivalasztand6 Uthoz tartozik a legnagyobb kumulativ
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metrika. Diszkrét memaoriamentes csatornaban (DMC) a csatorna kimenetén és bemenetén meg-
jelend barmely y = [y1,Y2, ..., Yn] €S X = [X1, X2, ..., Xn] SZimbolumsorozat esetén

N
Pyix (Y[ x) = ]i[lp(yn | Xn), (7.16)
illetve N
log (Ryjx (¥ [ X)) = > 1og (Reix (Yn | Xn)) » (7.17)
n=1

ezért az additivitast akkor lehet biztositani, ha az agsulyokat a log (P (yn | Xn)) értékhez kotjlk,
ugyanakkor ezzel az a feltétel is teljesiil, hogy a maximalis metrikaja Uthoz tartozik a ML deké-

dolasi szabaly szerinti optimalis [01,02,03} dekddolt szimbolumsorozat, hiszen ehhez tartozik
a

Pyix (¥ %) (7.18)

feltételes valoszindiségi eloszlas x szerinti maximuma.
e Az agsuly, azaz a metrika célszer(ien nem negativ értékd.

e Egy id6réshen, egy adott y,, vett szimbdlum esetén, a legkisebb agsuly célszerlien 0 értékd, hogy
a detektorban a mikddés soran a kumulativ agsulyok értéke a lehetd legkisebb legyen.

A felsorolt feltételeket teljesiteni tudjuk akkor, ha a dekddolas soran az alabbi metrikat maximal-
izaljuk:

N N
adog (Ryx (Y| X)) + 0 Y, f(yn) =a ) [log (Ryx (Yn| %n)) + f(yn)]; >0, (7.19)
n=1 n=1
ahol célszeriien
f (y) = ~log [minRyx (y[ ¥)| (7.20)

ezért a minimalis agsuly 0 érték.

A fenti meggondolasok alapjan diszkrét memaoriamentes csatornaban a Viterbi-metrikat a kdvetkezékép-
pen kell meghatarozni:

Barmely vetty = [y1,Y2, ..., Yn] Sorozat esetén a trellis minden agaban egy Xn, yn parhoz hozza kell
rendelni a p, (X, yn) agsulyt, ahol

bn (%0, Yn) = 0 [10g (Ryjx (Yn | Xn)) + F (yn)] (7.21)

és
f(y) = —log [minRy (v ] )| , (7.22)
és a dekodolas soran azt az utat kell kivalasztani a trellis-ben, amelyhez a maximalis kumulativ metrika

tartozik.
A Viterbi féle dekodolési algoritmus lépései

e Adotty =[y1,Y2,...,Yn] sorozat esetén a trellis minden idérésében pin (X, yn) 4gsulyok meghatarozésa.

o A trellis allapotaihoz rendelt kumulativ agsulyok kiszamitésa, és azok tarolasa az allapotokhoz
rendelt memoridkban. A kumulativ gsulyok kiszamitasanal az elhagyhaté agak kijel6lése, és
minden id&résben az adott allapothoz tartozé, egyetlen "versenyben maradt” ag megdrzése.

o A trellis végére érve annak az egyetlen utnak a kijelolése, amely a trellis bemenete és kimenete
koz6tt megmaradt, és az ehhez az Gthoz tartozd optimalis dekédolt |U; = 1,0, = 0,Us = 1]
sorozat meghatarozasa.
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0.91
7.7. dbra. A példaban szerepld binaris szimmetrikus torléses csatorna (BSEC)

Példa

Alkalmazzuk a fentebb ismertetett Viterbi-algoritmust a 7.7. dbran megadott diszkrét binéris szim-
metrikus torléses csatorna esetén.

A dekodolési szabély alkalmazaséhoz el6szor meg kell hatarozni a W, (X, yn) agsuly fuggvényt. A
csatorna paramétereinek az ismeretében:

“log, [mxin Rx (0] x)} — _log, [mxin Rrx (1] x)} — —log, (0.02) = 5.64, (7.23)
—log, [mxin Ryix (A | x)] = —log, (0.07) = 3.84, (7.24)
ezért
f(A) = — log, [mxin Ryx (A x)} —3.84
f(0) = f(1) = ~log; [minRyx (0] )| = —log, (0.02) = 5.64, (7.25)
és
—log, Ry (0] 0) = —log, Ry (1] 1) = —log, (0.91) = 0.14 (7.26)

aminek az alapjan a
log, Ryjx (¥ [ X) + f (y) (7.27)

fliggvény értékeit kiilonbozé x és y esetében ki tudjuk szdmolni. A fluggvény értékeit a 7.8. abra
tablazata tartalmazza. Jol lathato, hogy a tablazat minden soraban van legalabb egy O érték, vagyis az
agsulyok minimalis értéke barmely y esetén biztosan 0.

Valasszunk ezutan egy tetsz6leges oo > 0 normalizalé paramétert, ami legyen o = (5.5)_1, ekkor
a Viterbi-metrika W, (X, y) agsuly fliggvénye a

bn (X,y) = ot [log, Ryjx (Y| X) + f (y)] (7.28)

osszefiiggés alapjan szamithato. A fiiggvény értékeit a 7.9. abra tablazataban tiintettiik fel. Erdekes
megfigyelni, hogy a metrika "véletlenil" most is a Hamming-egybeesések szamaval egyenld. Fontos
azonban tudni, hogy altalanos esetben a metrika nincsen kapcsolatban a Hamming-tavolsaggal.

Rajzoljuk fel ezutan a kédolé trellis-ét (lasd a a 7.10. abrat), és alkalmazzuk a Viterbi-algoritmust
akkor, ha a vett jelek sorozata

Y = [Y1,¥2,Y3,¥4,Y5,Y6,Y7,¥8:Ya,Y10] = [000A10A0 1A (7.29)



108

X
y 0 1
0 5.5 0
A 0 0
1 0 5.5

7. FA ES TRELLIS KODOLAS

7.8. dbra. A példabeli binaris szimmetrikus torléses csatorna Viterbi-metrikaja normalizalas el6tt

™| O 1
0 1 0
A 0 0
1 0 1

7.9. &bra. A példabeli binaris szimmetrikus torléses csatorna Viterbi-metrikaja normalizalas utan



7.2. A VITERBI-DEKODER HIBAVIZSGALATA, A KITEROK SZAMANAK MEGHATAROZASA 109

®

Kumulativ agsuly

- —

Elhagyott ag
-
A kivalasztott Utvonal

<

Bemeneti bitek

01

U =0 Uy=1 Us=1

7.10. &bra. A Viterbi-algoritmus illusztralasa a példaként vizsgalt binaris kddol6 esetén tdrléses szim-
metrikus csatornaban, ha a vett jelsorozaty = {0,0,0,A,1,0,A,0,1,A}

A kumulativ metrika értékeinek a kiszamitasa és az elhagyott agak megjel6lése utan a trellis
végétdl a megmarado6 agakon visszafelé haladva ismét kijeldlhet6 az az at, amelyhez a maximalis ku-
mulativ metrika, azaz az optimalis dekédolt sorozat tartozik. Ennek alapjanaz |Uy = 0,0, = 1,Us = 1}
optimalis dekddolt sorozatot kapjuk. Az abran az elhagyott agakat vékony, a kivalasztott utat vastag
szaggatott vonal, a megmaradt 4gakat pedig folytonos vonal jeldli.

A trellis részletes vizsgalatabdl megallapithatd, hogy a harmadik id6rés végén 1évé [01] allapot
kumulativ metrikéja 2 értékd, de ugyanezt az értéket kapjuk akkor is, ha a 0 kumulativ metrikaja [11]
allapotbol a 2 agsulyu [11] — [01] &gon keresztil, vagy a 2 kumulativ metrikaja [10] &llapotbdl a 0
agsulyu [10] — [01] &gon keresztll jutunk el a [01] &llapotba. Ilyenkor mindkét utat meg kell tartani,
és ha dekddolaskor a megmarad6 utak a harmadik id6rés végén érintenék a [01] &llapotot, akkor a
megmaradd utak kozll sorsolassal kellene az optimalis utat kivalasztani. A mi konkrét feladatunknal
a trellis végétdl visszafelé haladva a megmaradd utak elkerulik a hermadik id6rés végén 1évé [01]
allapotot, ezért ezzel a kérdéssel nem kellett foglalkoznunk.

7.2.  AViterbi-dekdder hibavizsgalata, a kitérok szamanak meghatarozasa

A Viterbi féle dekddolasi algoritmus ismertetése utan ebben a fejezetben az a célunk, hogy szoros
felsd becslést adjunk a rendszer bithibaaranyéara. A vizsgalatot ismét a példaképpen vélasztott kon-
vollcids kodolo esetében végezzilk el, és feltételezziik, hogy a csatorna diszkrét és memdriamentes.
A hibabecslés kulcskérdése az ugynevezett kitér6k fogalmanak a bevezetése és a kitér6k szamanak a
meghatarozasa.

Tételezzik fel, hogy a vizsgalt binéris R, = 1/2 kddolasi aranyl konvoluciés kddold bemenetére
csupa O értékd Uzenet érkezik, azaz U; = 0,U, = 0,...,U; = 0,.... Ekkor nyilvanvald, hogy a kédolé
mindig a 6 = [0,0] &llapotban marad, és a kddol6 kimenetén is csupa nulla kodolt informé&cio jelenik
meg. Mindez azt jelenti, hogy hibamentes atvitel esetén a dekddoldban is a csupa nulla értékekhez
tartozd utvonalon kell haladni a trellis bemenetétdl a kimenetéig.

Ha a csatornaban hiba 1ép fel, akkor a dekddol6 - optimalis déntési algoritmus esetén is - a helyes
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7.11. dbra. A kitérOk szerkezete d = 6 és i = 2 esetén

utvonal helyett hibas utat valaszthat, azaz az eredeti csupa nulla kddolt csatornabitet tartalmaz6 Gtvonal
helyett egy "kitérdre" tér, és a kitérohoz természetesen hibasan dekodolt Up, Uy, ..., Ui, ... informécios
bitek tartoznak. Minden kitér§ a ¢ = [0,0] allapotbdl indul, és oda tér vissza, tehat egy kitérd a trellis
egy adott id6résében indul, és egy masik késdbbi idérésben végzddik (lasd a 7.11. dbrat). Emellett
minden kitéréhdz két jellemz8 paraméter rendelhetd:

o d a kitér6 mentén mérhetd nullatdl kiilonbozd csatornabitek, dekddolt binaris csatornaszim-
bélumok szama, és

e i a kitéré mentén mérheté nullatdl kilonbozé informacios bitek, dekddolt binaris lizenetszim-
bélumok szama.

Abrankon egy olyan lehetséges kitér6t abrazoltunk, amelynél d = 6 ési = 2.

Természetesen a kitérok - az indulési pont és az érkezési pont fuiggvényében - killonbézbek lehet-
nek, sot az is lehetséges, hogy két kiilonbdz6 kitétének azonosak a d,i paraméterei. Ezt illusztaltuk a
7.12. &brén, ahol egy d = 5,i = 1, és egy - a 7.11 abran bemutatottol eltéré - d = 6,1 = 2 paraméter(i
kitér6t abrazoltunk.

A kovetkezdkben azt tlizziik ki célul, hogy meghatarozzuk az adott d, i paraméterekkel rendelkez6
kitér6k szamat, vagyis megadjuk azt a a(d, i) mennyiséget, amely azt hatrozza meg, hogy héany olyan
- tetsz6leges hosszUsagu - kitérd van, amelynek mindegyike a trellis egy adott j-dik id6érésében indul,
és éppen d szamu csatornabitben, valamint i szdm( informéacids bitben kiilénb6zik a csupa nullakat
tartalmazo eredeti helyes Gttol.

Miel6tt ezt a szamolast elkezdenénk megjegyezziik, hogy eddig referenciakddnak a csupa nulla
kodot véalasztottuk, amibdl valaki jogosan arra kdvetkeztethet, hogy eredményeink csak erre az egyedi
esetre lesznek érvényesek. Ez konvolucios kddoldk esetében szerencsére nem all fent, ami azt jelenti,
hogy vizsgélatunk barmilyen bemeneti informacios bitsorozat esetén azonos eredményre vezetne.
A konvolucids kodolok "linearitasa” miatt ugyanis a kitérék szama a bemeneti informéacids bitek
tényleges értékeit6l fuggetlen. A konvolucios kddolok linearitasanak a kérdésére a kés6bbiekben még
visszatériink.

Adjuk meg eztan a a(d, i) fuggvény pontos definicidjat.

Definicid
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A Kitér6 kezdete A kitér6 vége

7.12. dbra. A kitér6k szerkezeted =5,i =1, ésd =6, i = 2 esetén

Az a(d,i) fuggvény megadja azoknak a d,i paraméter(i kitéréknek a szdmét, amelyek az els6
idérésben indulnak, és a helyes Gttol éppen d szamu csatornabitben és i szamu informéacids bitben
kilonbdznek abban az esetben, ha a konvollciés kddol6 bemenetén 1évé informacioés bitek szama
L; — oo, azaz a kddol6 folyamatosan mikédik.

A a(d,i) fliggvény kiszamitasahoz alkalmazzunk egy egyszerd, de igen hatasos "trikkot". Terjuk
vissza a 7.4. abran megadott allapotatmenet diagramhoz, és képzeljiik el a kovetkez6ket:

o VAgjuk fel az allapotatmenet diagramot a ¢ = [0,0] allapotnal, és hozzunk létre egy virtulis be-
és kimenetet (lasd a 7.13. abrat). A gondolat Iényege az, hogy minden kitéré ebbdl az allapothol
indul, és biztosan ebbe az &llapotba tér vissza, tehat, ha tudunk valamit a bemenet és kimenet
kozott értelmezett "atviteli fliggvényrél”, akkor médunkban all ismereteket szerezni a kitérk
szamarol. Ehhez az agakhoz rendelt "atviteli figgvényt™ ligyesen kell megvalasztani.

o Az "atviteli fuggvény" megvalasztasahoz példaképpen induljunk ki a ¢ = [0, 0] allapotbdl, mivel
minden Kitér ebb6l az allapotbdl indul, és 1épjlnk at a ¢ = [1,0] llapotba. Szamoljuk meg az
ehhez az 4gahoz tartozo nullatél kiilénb6z6 csatornaszimbdélumok és informacios szimbdélumok
szdmét. Rendeljink ehhez az 4tmenethez egy specidlis kétvaltozds "atviteli fuggvényt", ame-
lynek a fliggetlen valtozoit D-vel és |-vel jeldljik, és amelynél az adott 4ghoz tartozé nullatdl
kulénbdzd csatornaszimbolumok szdmat a D kitevGjében, az adott 4gahoz tartoz6 nullatél kilén-
b6z6 informéacids szimbolumok szamat pedig az | kitevdjében helyezzik el. A szimb6lumok
szamanak a kitevBbe helyezése azért praktikus, mert tudjuk, hogy a "sorba kapcsolt" agak
"atviteli fliggvényei" dsszeszorzédnak, igy a kitevBben lévé szimbolumok szama dsszeadodik,
szamunkra pedig az agmetrikak dsszege adja a kivalasztott (t eredd metrikajat, ami szerint a
trellis-ben az optimalis utat ki kell valasztani.

e Rendeljiink ezutan az allapotatmenet diagram minden csomépontjahoz egy “jelet" (az abran az
ap, ap és ag értékeket), és jeloljik a "felvagott" allapotatmenet diagram bemend jelét x-szel, a
kimend jelét pedig y-nal.

e Hatérozzuk meg ezutan az x és y valtozok kozotti T (D, 1) atviteli figgvényt a klasszikus lineéris
halézati leir6 mddszerek segitségével.
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7.13. dbra. A négy bels6 allapotu konvoluciés kodol6 kitérdinek a folyamatgrafja

A fenti miveletek az alabbi linearis egyenletrendszerhez vezetnek:

a1 = xID? + agl,

a = ;1D +alD,

(7.30)
a3 =aD+aD
y = agD?
Egyszer( atalakitasok utan a fenti egyenletrendszer megoldasaval a
ID®
T(D,l)= T (7.31)

atviteli fliggvényhez jutunk.
A kitérék szamanak meghatérozasahoz allitsuk el6 a T (D, I) tviteli fuggvény kétdimenzids Taylor-
soréat

T(D,1H) =Y Y ad,i)DU, (7.32)
i=1ld=1
ami esetlinkben a
T(D,1)=ID%(1+2ID+412D? + ...+ 2K*Dk + ) (7.33)
alakban irhat6 fel, amibél
_ 21 d=i+4, i=1,273,..
a(i,d) = . (7.34)
0, egyébként

Ez eredmény igen érdekes, mivel j6l lathat6, hogy a konvoldcids kddold kotott kddolasi szabalyai
miatt csak olyan kitér6ket lehet valasztani, amelyekben a hibas csatornaszimbdlumok szama éppen
4-gyel nagyobb a hibas informéacids bitek szamanal, és a d és i paraméterekkel rendelkezd kiillénbdzé
kitérék szama a(i,d) = 211,

Térjlnk vissza ezutan arra a kérdésre, hogy a kitérék szdma, a(i,d) nem fiigg az aktuélisan atvitt
informécids szimbolumok értékétdl. Ehhez azt kell bizonyitani, hogy a kédolé "linearis". A bi-
zonyitashoz jeloljuk a bemeneti szimbolumsorozatot u-val, és a hozza tartoz6 kodolt jeleket a g(u)
fuggvénnyel. A konvoldcids kodoldban 1év6 modul6-2 dsszeadok miatt egyszer(ien belathatd, hogy

glusu’) =g(u)&g(u), (7.35)
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azaz a két bemeneti bitsorozat modul6-2 6sszegéhez tartoz6 kéd azonos a két bemeneti bitsorozathoz
tartozé kodok modul6-2 dsszegével. Ebbdl egyenesen kdvetkezik, hogy g(u) ¢ g(u’) maga is kddszo,
mivel u @ U’ egy lehetséges bemeneti bitsorozat.

Emellett azt is tudjuk, hogy ket tetszdleges x és y binéris sorozat Hamming-tavolsaga d(x,y) nem
valtozik akkor, ha a sorozatokhoz egy harmadik z binaris sorozatot modul6-2 hozzaadunk, azaz

d(x,y) =d(x®z,y®z). (7.36)
Ebbél nyilvanvalé, hogy

d(g(u),g(u')) = d(g(u) & g(u),g(u) &g(u)) = d(0,g(ueu)), (7.37)

vagyis a g(u) és g(u’) kddszavak Hamming-tavolsaga ugyanolyan, mint a g(u & u’) kddsz6 Hamming-
tavolsaga a 0 kédszotol. Ebbdl az kdvetkezik, hogy barmely bemeneti informéacids sorozatot valaszthatjuk
referenciasorozatnak, a kddszavak Hamming-tavolsagatdl fliggé a(i,d) fuggvény ett6l a valasztastol
fuggetlen lesz.

7.3. A Viterbi-dekdder hibavizsgéalata, a bithibaarany felsd korlatjanak
meghatarozasa
Ebben a fejezetben az a célunk, hogy a Viterbi-dekdder hibaaranyara szoros felsd korlatot adjunk a

Bhattacharyya-korlat felhasznalasaval. A korabbi fejezetekbdl tudjuk, hogy diszkrét memdriamentes
csatornaban a blokkhibaarany felsé korlatja legrosszabb esetben a

N
(Pe)we < TT X y/Rux (¥ | Xan)Ryx (¥ | Xen) (7.38)
n=1y

kifejezéssel hatarozhatd meg.
Emellett a kifejezés jobb oldalan 1évé 6sszeg

S SRy Ry ) = e (7.39)
y|X Y| Xen) = ) :
y X e " 2P ha X # Xon
ahol Dg a csatorna Bhattacharyya-tavolsaga.
A fenti egyenletb6l kdvetkezik, hogy a blokkhibaarany fels6 korlatja legrosszabb esetben a
_Dgyd(x1,
(PB)WC < (2 DB) (X1,X2) (740)
kifejezés alapjan az x1 €s x» kddsorozatok Hamming-tavolsagatol fligg.
Az dtlagos bithibaarany egy K informacids bithdl allé bemeneti informacidsorozat esetén a
1 K
o= P (7.41)
i=1

egyenl6ség alapjan hatarozhaté meg, ahol Pe; annak a val6sziniisége, hogy a K elem(i sorozat i-dik
bitje meghibasodik. Jel6ljik V;-vel ennek az eseménynek az indikator valoszin(iségi valtozojat, azaz

1, ha az i-dik bit meghib&sodik
Vi = , (7.42)
0, ha az i-dik bit nem hibdsodik meg
vagyis
PrVi=1) = Pqj és
4=1=Py (7.43)
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Ezt felhasznalva az atlagos bithibaarany a

LiK:lVi } (7.44)

1 K
pn:Ki_ziE[Vi]:E[ K

egyenldség alapjan hatarozhaté meg, ahol YK Vi kddsorozat tvitele soran keletkez6 informacios
bithibak szamaval azonos valo6szin(iségi valtozo.

Jel6ljuk ezutan Wj-vel az Ly + T hosszlsagu trellis j-dik id6réseben indul¢ kitér6hoz tartozo in-
formacids bithibak szamat, amibdl az atlagos bithibaarany a

St W,
koLt

R, <E [ (7.45)

képlet segitségével hatarozhaté meg, ahol ky az informéacids bitek szama a trellis egy idérésében (il-
lusztrativ példankbam ez az érték 1). A kifejezés csak azt mondja ki, hogy a trellis kilénb6z8 id6ré-
seiben indulé kitér6khoz tartoz6 dsszes bithiba relativ gyakorisaganak a varhaté értéke azonos a hi-
bavaldszinliséggel, ami a nagy szamok gyenge torvényéhdl egyenesen kovetkezik. A felsé korlat abbdl
adadik, hogy a killénb6z6 id6résekben induld kitérdk atfedésben lehetnek egymassal, ezért a keletkez6
hibakat tobbszdrdsen vehetjik figyelembe.

Ezutan egyetlen feladatunk maradt: meg kell hataroznunk a E[W,] értekét, illetve erre az értékre
szoros felsd becslést kell adnunk. Ehhez vezessik be a By; esemény fogalmat. A By; esemény akkor
kovetkezik be, ha a dekodolas soran a dekdder a j id6résben induld kitér6k koziil éppen a k-dikat
valasztja, ahol k a kitér6k egyszer(i sorszdma. Ha a k-dik kitér6h6z éppen a dy és ix paraméterek
tartoznak, akkor a By;j esemeny valdszin(isége a korabbi eredmények felhasznalasaval a

Pr(Byj) < (2702)* (7.46)
kifejezéssel felulrél becsulhetd.
Mivel ik a k-dik kitéréhoz tartozé informéacios bithibak szama, ezért
ik ha By bekdvetkezik,
W, = . (7.47)
0, ha By nem kovekezik be
A fenti 6sszefiiggések alapjan a felsd becslés a
. ./ De . .\ /n_Dp d
EWj] =Y ikPr(Bg) < Yik (27°8)™ =Y Yiaj(d,i) (27¢) (7.48)
k k i d

kifejezés segitségével hatarozhatd meg, mivel az 6sszegzés argumentuma csak az i és d paraméterektol
fligg. Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy ez a fels6 korlat fiigg a j értékétdl is, vagyis attdl, hogy a
vizsgalt kitérdk a trellis melyik id6résében indulnak el. Nyilvanvalé azonban, hogy folytonos miikddés
esetén, amikor L; tart a végtelenhez, tehat a trellis hossza minden hataron tal novekszik, a kitér6k
struktdraja mar fliggetlenné valik az indulas helyétdl, tovabba az is igaz, hogy végtelen hosszusagu
trellis esetén a kitér6k szama biztosan nagyobb mint véges trellis esetén, azaz

aj(d,i) <a(d,i), (7.49)

ahol a(d,i) a d,i paraméter(i kitér6k szama a végtelen hosszUsagu trellis-ben.
Ennek alapjan az atlagos bithibaarany felsd korlatja a

R, < iZZia(d,i) (270s)¢ (7.50)
ko i d
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kifejezéssel adhat6 meg. A korabbi egyenl6tlenségben szerepl6 | szerinti 6sszegzés és az L;-vel
val6 osztas azért tlint el, mert a W, varhato értékének a felsé korlatja végtelen trellis-t feltételezve
fliggetlenné valt j-tél, a kitérék indulasi poziciojatol. Ily modon a felsé korlat szamitasakor ugyanazt
a mennyiséget L¢-szer 0ssze kellett adni, és ezutan ezt az 6sszeget L-vel kellett osztani.

Felhasznalva a korabban definiélt T(D, ) "atviteli fuggvényt", egyszeriien belthato, hogy

aT(D,1) i1
T_Zd ia(d,i)l' D¢, (7.51)

I
ezért a bithibaarany fels6 korlatja a

1 9T(D, |
P, < (al) 10205 - (7.52)

kifejezés segitségével hatarozhatdé meg.
Példa
Szamitsuk ki az eddig vizsgalt konvollcios kddold bithibaaranyanak felsé korlatjat abban az es-

etben, ha a rendszer binaris torléses csatornaban mikaodik, és a dekddolast a Viterbi-algoritmussal
végezziik el. Esetlinkben a kddol6 allapotatmenet diagramjahoz rendelt "atviteli figgvény"

T(D,l)= L (7.53)
/o 1-21D’ '
amibdl az "atviteli fliggvény" | szerinti parcialis derivaltja
oT(D,I) D
= . 7.54
ol (1-21D)? (754)
Korabbi példakbdl ismert, hogy a bindris torléses csatorna Bhattacharyya-tavolsaga
Dg = —log, o, (7.55)
ezért
2 Pe 3. (7.56)
Ezt az értéket behelyettesitve a B, fels6 korlatjanak a kifejezésébe a
85
< — 7.57
<Ay (7:57)

végeredményhez jutunk. Ha példaul & = 0.1, akkor a bithibaarany fels6 korlatja P, < 1.56 x 107>,
vagyis a konvollcios kddolé jelent6s hibajavitd képességgel rendelkezik.

Fontos megjegyezni azt, hogy a Viterbi-algoritmus végrehajtasakor a trellis Ugynevezett meg-
marado agait meg kell 6rizni az optimalis dekddolas érdekében. Eppen ezért kritikus kérdés az, hogy az
agakat tarol6 memdrianak milyen kapacitasunak kell lenni, vagyis milyen mennyiség( adatot kell egy
tényleges megvaldsitas esetén tarolni. Szimulacios eredmények igazoltak, hogy a B, atlagos hibaarany
mar Iényegesen nem csdkken akkor, ha az Ggynevezett dontési késleltetés eléri a kényszertavolsag
OtszOrosét. Ez azt jelenti, hogy az aktudlis id6réshél ilyen tavolsagra visszatekintve mar majdnem
biztos, hogy a megmaradé utak ugyanarra az agra mutatnak a korabbi id6résben, ezért az algoritmust
viszonylag egyszerii eszkdzdkkel hatékonyan meg lehet valositani.
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1 1
2 Altalanos 2
Binaris informéaciok 3 szinkron logika 3 Binaris kddsorozat
Uo—SP| o [ Ps = x
A forréas kimenete . T szam( bemeneti . A csatorna bemenete
} memoriaval
ko No

7.14. dbra. A konvoluciés kodolok altalanos felépitése

7.4. Véletlen kodolas trellis kéd esetén, a Viterbi-exponens szamitasa

Ebben a fejezetben az a célunk, hogy Kiterjesszik a véletlen kddolas elméletét a konvollcios kédoldk
esetére is, és megmutassuk, hogy a konvollcios kddolok min8ségi paraméterei Iényegesen fellilmuljak
a hagyomanyos blokk kédoldkét.

A konvolulcios kodolok altalanos felépitése a 7.14. abran lathat6. A forras binaris informacio-
sorozata egy soros-parhuzamos atalakitéra keril, amely id6résenként egy-egy ko bites szimbdlumot
juttat a kodol6 bemenetére. A konvollcios kdédold ezekbdl a szimbdélumokbdl T szamdt tarol a
memodriajaban, és linearis miveletekkel (binaris esetben modol6-2 dsszeadasokkal) minden id6rés-
ben egy-egy ng bites kimeneti szimb6lumot allit el6, amely egy parhuzamos-soros atalakitora kertdil,
ami el6allitja a csatorna bemenetére jut6 binaris kddsorozatot.

A tovabbi vizsgalatok el6tt vezessiik be az alabbi jeloléseket. Legyen:

ko az egy iddrésben talalhaté bemeneti informéacids bitek szama,

Ny az egy id6résben elBallitott csatornabitek (kédbitek) szama,
o Ui = Ui 1)i9+1;YUii-1)k+25 -+, Vik,) @ k0dol6 i-dik bemeneti ko bites szimboluma,

o Xi = [Xi—1)ng+1> X(i—1)ng+2; -+ Xin] @ k0dol0 i-dik kimeneti ng bites szimbdluma,

Xi = fi (Ui, Ui_1,...,Ui_7) a kddolasi fuggvény, ami megadja a kodgeneralas szabalyat, vagyis a
kodold kimeneti sorozatanak a fliggesét az aktualis bemeneti U; szimbolumtdl, és a memariaban
tarolt Ui_1, ..., Uj_1 korabbi szimbolumoktdl,

e G; = [Ui_1,...,Ui_7] a kodolo allapota, amit felhasznalva
Xi = fi (Ui, o). (7.58)
A korabbi reprezentativ példa alapjan meghatarozhatjuk az altalanos konvollciés kodol6 leg-

fontosabb paramétereit, ha feltételezziik, hogy a bemeneti sorozat L értékes szimbolumbél és T szamd
0 szimbolumbol all, azaz a bemenetre az Uy, Uy, ..., UL, 0(1),0(2), ..., O() sorozat érkezik:

csatornaigénybevétel

o A konvoliciés kodolé kédolasi aranya R = ko,/ng bit ] ,

o A kddol6 llapotainak a szdma 2T,
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e Az (L, T, ko, no) paraméterekkel rendelkezd konvoluciés kodol6 kddszavainak a szdma M =
okoly — ZHOR{Lt,

e A kddold altal el6allitott kodszavak hossza N = (Lt + T)ng,

o A blokk kédol6 kédolasi aranya R= -5+ R,,

e A kddold kezdeti o1 és végsd oy, 71 allapota nulla értékd.

A kodolé trellis-én a bemenet és a kimenet kdz6tt pontosan M kiillénb6z6 Ut talalhatd, és a deko-
dolas soran a Viterbi-algoritmus segitségével ezek koziil az utak kozil kell az optimalis metrikaju utat
kivéalasztani. A trellis felépitése csak az (L, T, ko) paraméterektdl fligg, tehat fuggetlen ny-tol.

Segédtétel

Az (L, T, ko) paraméterekkel rendelkez6 trellis-en a j-dik id6résben indul6, és a j +1-dik id6rés-
ben végz6do kitérdk szama, b( j, 1) fliggetlen a referencia it megvalasztasatol, azaz az Ly szdmu értékes
Uzenetszimbolum értékétdl, és a kitérék szamat a

oind = pal<T 759
(1D < (20 —1)2k(-T-D  py | T (7:59)

kifejezés adja meg.
Bizonyitas
A segédtétel az alabbi 1épésekkel igazolhato:

e A trellis minden allapotab6l 2% szamu &g indul el, mivel a kodold bemenetére érkezé ko bites
U szimbolumok ennyi kiilénboz6 értéket vehetnek fel. Eppen ezért a j-dik idGrésben, a kitérd
indulési helyén a lehetséges elagazasok szama (2% — 1), mivel az dsszes elagazasok kozill az
egyik a helyes uthoz tartozik.

e A j+I-dik idérésben minden kitérd visszajut a helyes Gtra, ami azt jelenti, hogy a k6dol6 6.
allapota a helyes Uthoz tartozé allapottal lesz azonos. Ezt az allapotot a j + I-dik id6rés el6tti T
szamu [Ujy—1,Uj—2,...,Uj1 7] bemeneti szimbolum hatarozza meg, ami azt jelenti, hogy a
j-dik id6résben induld osszes kitérGben az utolsé T szimbolumnak azonosnak kell lenni. Igy az
Osszes Kitérd utolsé T id6résében minden allapotbdl csak egyetlen - minden kitér6ben azonos
szimbélumoz tartoz6 - elagazas indulhat el. Ebb&l a meggondolasbdl egyenesen kovetkezik,
hogy olyan kitér§ nem lehet, amelyben | <T.

o A fentiek alapjan az els idérésben az elagazasok szama (2K — 1), és az azt kdvet6 | — T —1
id6réshen pedig idGrésenként 2%, mivel ezeket az elagazasokat az [Uj 1,Uj 2, ...,Uj1-T_1]
bemeneti szimbélumok hatérozzak meg. A lehetséges kitérk szama igy maximalisan (2K —
1)2%(-T-1) lehet. Azért maximalisan, mert a fenti szamitas csak akkor érvényes, ha a trellis
hossza nagyobb, mint j +1. Ha ez nem all fent, akkor a kitérék szdma ennél az értéknél kisehb.

Ezzel a segédtételt bebizonyitottuk.

Ezutan foglalkozzunk az X; = fi(U;, o) kddolasi fuggvénnyel, ami nem jelent mast, mint azt, hogy
a konvolucios kédol6 szabalyainak megfelelGen el kell helyezni az (L, T, ko) paraméterdi trellis egyes
again ng csatornabitet (kddbitet).

A véletlen kddolas most is annyit jelent, hogy trellis barmely adott Gtjan az X kédszé azonos
sorsolasi valosziniiséggel jelenik meg, és

N
Qx (X1,%2,-..,XN) = [J Qx(Xn), N= (L +T)no. (7.60)
n=1
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A kodok paronként fliggetlenek egymastdl abban az értelemben, hogy barmilyen helyes Ut és bar-
milyen a j id6résben indulé ésa j+1, | > T id6résben végzddo kitérd esetén a kitéréhoz, és az érintett
idérésben a helyes Gthoz tartozd kddszavak azonos statisztikajuak és fiiggetlenek, mivel minden szim-
bélumukat egymastdl fuiggetlendl valasztottuk meg a Qx (x) sorsolasi val6szinliségi eloszlés szerint.

A bithibavalészinlség fels6 korlatjanak a szamitasa

Célunk az, hogy meghatarozzuk az E[P,] atlagos bithibaval6sziniiség fels6 korlatjat trellis kdd és
Viterbi-dekddolas esetén.

Jeloljik Ej -lel azt az eseményt, hogy a maximum likelihood dekoder a trellis-ben a helyes Gt
helyett éppen a egyik j-dik id6résben indul6 és j+I-dik (I > T) id6résben veégzddo kitérét valasztotta,
azaz biztosan hibat kovetett el. Ez annyit jelent, hogy egyet kivélasztott a b(j,l) szamu ilyen kitér6
kozul.

Felhasznalva a 6.119. egyenletben megadott Gallager-korlatot ki tudjuk szamolni az Ej; esemény
valdszinliségének felsé korlatjat az alabbi kifejezéssel

E[Pr(Ej)] < (M*—1)P2 N®PQ: g<p <y, (7.61)

ahol (M* — 1) a lehetséges hibas "lUzenetek" szdma, vagyis a j-dik idérésben indul6 és a j +1-dik (j >
T) id6résben végzddo Gsszes lehetséges kitérok szama, N* az ehhez a szakaszhoz tartozé "kodszavak
hossza", Ey(p, Q) a 6.118. egyenletben megadott Gallager-fuggvény és Q a kddszimbélumok sorsolési
val6szin(iségi eloszlasa.

Mivel a korabbiakbdl tudjuk, hogy (M* — 1) = b(j,l) és N* = Iny, a kifejezés a

E[Pr(Ej)] < (b(j,1))P2 B0 0<p <. (7.62)

alakba irhato at.
Felhasznalva ezutan a 7.59. egyenletbdl b(j,I) értékét behelyettesités utan a

E[Pr(Ej)] < (2% —1)P2rko(I=T=1)2-1NoEo(p.Q) (7.63)

kifejezést kapjuk.

Korabban mar definialtuk az N; Ugynevezett kényszertavolsagot, ami azoknak a csatornabiteknek
(kédbiteknek) a szdma, amelyeket egy bemeneti informacios bit befolyasol. Esetiinkben a kénysz-
ertavolsag értéke

Nt = (T +1)n. (7.64)
Ezt az értéket felhasznalva Ujrairhatjuk a 7.63. egyenletet, miszerint
EPr(Ej)] < (2K —1)P2[MBo(p.Q—plo](I=T-1)p-NE(p.Q): < p<1; | >T, (7.65)
és felhasznalva a (2o —1)° < 2 trivialis egyenl6tlenséget a
E[Pr(Ej)] < 2k —MolEo(p.Q—pRII-T-1)3-NE(p.Q): 0 < p<1; | >T (7.66)

felsd korlatot kapjuk.
Hatarozzuk meg ezutan az informacios bithibak értékét a maximum likelihood dekdéder altal kivalasz-
tott kiter6 mentén. Jeldljuk ezt az értéket Wj-vel, ami egyszer(i megfontolasokkal a

<ko(I =T), ha azEj esemény bekévetkezik, | >T
W (7.67)

=0, ha az Ej esemény nem kovetkezik be

egyenlettel hatarozhat6 meg.
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A kdvetkez8 Iépésben megjegyezziik, hogy a 7.67. egyenlet kdvetkeztében az informacios bithibak
varhato értékének a felsd korlatja az 6sszes lehetséges kddot figyelembe véve a

Lt T+1- ] LrT 1]
E'W]= Y E'WI[EiPr(Ej)< Y k(I =T)Pr(gy) (7.68)
I=T+1 I=T+1

egyenlet alapjan hatarozhat6 meg, és a varhato érték az 6sszes trellis kodot figyelembe véve a

Le+T+1—j
EW]< Y ko(l - T)E[PIE)) (7.69)
I=T+1

kifejezéssel szamithatd.
Felhasznalva a 7.66. egyenletet a fels6 korlatra a

Li+T+1—j
E[W] < ko2l02 NEQ) 3 (| _T)2 MolBelpQ—pRII-T—1) _

I=T+1

Le+1-j i—1
— ko202 NE(Q Y i{zfno[Eo(P-,Q)*PRt]} <
i=0

< ko202 ME(PQ) L . R<BPQ (7.70)
- (1 _ 2—no[Eo(p.Q)—pR¢])2 p

kifejezés adddik (lasd a Fliggelék 8.3. fejezetét).
A tovabbi szamitasok egyszer(sitése érdekében vezessik be a

2k0 EO(pvQ)
C(R,p,Q) = ; < , 7.71
(Rp.Q) (1_2—no[Eo(P,-Q)—PRt])2 R p ( )
jelolést, amit felhasznalva a fels6 korlatra a
EO(pvQ)

EW] < koc(R.,p,Q)2 ME(PQ); R <

7.72
0 (7.72)

kifejezést kapjuk.
Természetesen a trellis mentén minden id6résben indulhatnak Kitérok, igy a 7.45. egyenlethez
hasonléan az atlagos bithibaval6sziniiséget az

1 L

Rl = 2

E[W] (7.73)

egyenl6ség alapjan hatarozhatjuk meg. Ha a konvoldcids kodolo és a Viterbi-dekoder folyamatosan
mikodik, akkor most is igaz, hogy a kitérék strukturaja nem fiigg j-t6l, a kitérék indulasi poziciojatdl,
ezért E[W;| < EW], igy

_l & 1 I TR |
E[Py] = @EEW < MEEW = (L EW = B, (7.74)
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7.5. Atrellis kddok Viterbi féle véletlen kodolasi korlatja

Az el6z06 fejezet vizsgalatai alapjan megadhatjuk véletlen kddolas esetére az atlagos bithibaarany
Viterbi féle fels6 korlatjat, akkor, ha diszkrét memaoriamentes csatornaban trellis vagy konvolucids
kodolot és maximum likelihood dekodol6t haszndlunk. A kordbbi eredmények szerint az atlagos
bithibaarany fels6 korlatja

E[Ry] <c(R,p,Q)2 NP, 0<p <, (7.75)
és e
R < O(g’Q)7 (7.76)

ahol Eq(p, Q) az 6.118. egyenletben definialt Gallager-fuggvény. Ezen egyenlet alapjan a bithibaarany
N: ndvekedésével exponencialisan csokken mindaddig, amig a megadott feltételt figyelembe véve az
Eo(p, Q) flggveny p és Q szerinti optimuma pozitiv.

Célunk a tovabbiakban az, hogy a 7.75. egyenletben p és Q szerinti optimalizalds utan megtalaljuk
adott R mellett a legjobb exponenst, és ez alapjan dsszevessiik egymassal a konvoldcios és a blokk
kodolas mindségi paramétereit.

A Fuggelékben (lasd 8.1. fejezet) részletesen analizltuk a Gallager-fliggvény tulajdonsagait, és
ebbdl tudjuk, hogy az Ey(p, Q) fliggvény p szerint monoton ndvekszik (lasd a 8.1. abréat). Ezért adott
R; esetén az optimalizalaskor mindig a lehet6 legnagyobb p értéket kell valasztani. Ez természetesen
ap=1vagya

R = EO(E’Q) (7.77)
egyenletet kielégitd érték lehet. Nyilvanvalo, hogy kis R; esetén az optimalis érték mindig p = 1 lesz,
mivel ilyenkor a 7.76. egyenlet biztosan teljestl. Nagyobb R;-k esetén azonban a 7.77. egyenlet adja
meg az exponens optimumahoz tartozd p értékét. Sajnos az R = Ey(p,Q)/p egyenlethez tartozo p
nem vélaszthatd, mivel ekkor a 7.70. egyenletben szerepld mértani sor mar nem lenne konvergens,
vagyis a c(Ry, p, Q) fliggvény minden hataron tdl ndvekedne (lasd a Fuggelék 8.3. fejezetét).

Ezt a problémat a kdvetkezd oOtlettel tudjuk elkeruilni. Valasszunk egy tetsz6legesen kicsi € pozitiv
szamot, és adjunk szigorubb el&irast a 7.77. egyenletnél az alabbiak szerint:

Eo(p,Q) —¢
R< 2P Eyp.0)-pR e (7.78)
Felhasznalva ezt a szigorubb feltételt
2ko
< :
C(RtvpaQ) = (1_2*810)27 (7 79)

ami mar nem fligg p-tol és Q-t6l. A Gallager-fliggvény p = 1-nél veszi fel a maximumat (l&sd a 8.1.
abrat), ezért a maximum a 6.125. egyenlet szerint

max Eo(p,Q) = max Eo(1,Q) = Ry, (7.80)
ahol Ry a csatorna hatarsebessége. Figyelembe véve a 7.78. egyenletet a legjobb exponens

E(R,e) =Ry (7.81)

a teljes 0 < R < Ry — € tartomanyban.
Ennél nagyobb R; értékek esetén az E;(R;, ) értékét az

E(R.€) = maxEo(p’, Q). (7.82)
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B (R)
Ec(R)
Ev(R)
o ;
Ec(R) i
|
0 S R
0 Re Ro C R

7.15. dbra. Az Ey (R;) Viterbi-exponens és az Eg(R) Gallager-exponens a csatorna atviteli
sebességének a fiiggvényében

kifejezés adja meg az Ry — e < R, < C — ¢ tartoméanyban, ahol p* értékét az

R = Eo(p,i*Q)—e (7.83)
p
megoldasa szolgaltatja, és
C — tim 2(P) (7.84)
p—0 P

ahogy ezt korabban megismertik. Emlékeztet6ll megjegyezziik, hogy Eq(p, Q) kezdeti derivéltja a
p = 0-nal azonos az lo(X;Y) kbélcsonds informacioval, aminek a Q szerinti optimuma a csatorna ka-
pacitasaval egyenl6 (lasd a 8.1. Fliggeléket).

A trellis kddok Viterbi féle kddolési tétele

Mindezek alapjan kimondhatjuk a trellis kodok Viterbi féle kodolasi tételét. Ha adott egy tet-
sz6leges R = ko /ng kddolasi aranyu és Ny = (T + 1)ng kényszertavolsagu trellis kdd, amelyet diszkrét
memoériamentes csatorndban maximum likelihood dekdderrel hasznalunk, és az értékes informacios
szimbo6lumok szama, L; tetszdleges (beleértve az Ly — oo esetet is), akkor egy tetsz6legesen Kicsi €
pozitiv szam mellett és a bemeneti bitek barmilyen val6szin(iségi eloszlasa esetén a rendszer atlagos
bithibaaranya kielégiti a

E[R] < oy(e)2 MERE (7.85)

egyenl6tlenséget, ahol E; (R, €) pozitiv az R, < C — ¢ tartoméanyban, és
cy(e) = 2K (1 — 2702, (7.86)
Mivel a kifejezésben ¢ tetsz6legesen Kicsire valaszthato, a legjobb Viterbi-exponens az

E/(R) = imE:(R. €) (7.87)

hatardtmenettel szdmithato.

A Viterbi-exponenst az R; fliggvényében a 7.15. dbrén adjuk meg, 6sszehasonlitva azt a Gallager-
exponessel. Az abra alapjan kimondhatjuk, hogy a konvolucids kddok mindségi paraméterei l1ényege-
sen felilmuljak a hagyomanyos blokk kodokét.
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8. fejezet

Flggelék

8.1.

A Gallager-fuggveny és a Gallager-exponens tulajdonséagai

e A korébbiakbdl tudjuk, hogy p = 1 esetén a Gallager-korlat azonos a Bhattacharyya-korlattal,

ezért, ha az Eq (p, Q) Gallager-fuggvénybe p = 1-et helyettesitlink, akkor

) 1+p
mgXEo (1,Q) = max <— log, " [Z (Ryx (¥ [ X)) 77 Qx (X)] |p—1> =

y Lx
2
= max <—|0922[z R ¥ X0 (9) ):Ro, 1)
y Lx
tehat

maxEo (0, Q) [p-1 = Ro, (82)

igy a p szerinti maximumkeresés utan biztosan igaz, hogy
B (R) = maxEr (R Q) = max max [Ey(p,Q) ~pR >Ro~R=Es(R),  (83)

ahol Eg(R) a kordbban megismert Bhattacharyya-exponens.

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy az Eg (p, Q) Gallager-fuggvény minden pozitiv kapacitasu
csatornaban p névekedésével a 0 < p < 1 tartomanyban monoton né.
Ismert, hogy tetsz6leges R, {i =1,2,...,K} diszkrét valdszin(iségi eloszlas és a > 0 esetén

1
s

[é&rﬁl Sléafﬁl : (8.4)

ha {0 < r < s}, és az egyenldség akkor és csak akkor all fent, ha & konstans. Ha ez nem &ll fent,
akkor az

1
;

K '
[Z ean.] (8.5)
i=1

fliggvény az {0 < r} tartoméanyban r-rel monoton né.
Az
a = P}(\x (Y[%)

r=

s (8.6)
S= +—/——

1+p2

P = Qx (X)
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helyettesitések utan a

1+p2

1 1+p1 1
zamwmwwﬂﬂ z@awwwwmu> , 6.7)

ha {—1 < p1 < p2}, és az egyendség akkor és csak akkor all fent, ha Ryx (y | x) nem fugg x-
t6l. Ez utobbi esetben a csatorna kimenete fliggetlen a csatorna bemenetétdl, azaz a csatorna
kapacitésa nulla. Tehat, ha a csatorna kapacitdsa nem nulla, akkor a figgvény a {—1 < p}
tartomanyban p-val monoton csokken.

A Gallager-fliggvény definicioja szerint minket csak a 0 < p < 1 tartomanybeli viselkedés

érdekel, amelyben az
14+p

[Zwuﬂw%ma> ©.9)
fuggvény a p = 0 helyen veszi fel a maximum értékét, és az a
1 1+p
Y Rex (Y] %) 5 Qx (X)] lo=0 = X Rx (Y[ X)Qx (¥) =D Rex (v.X) =Re(y)  (8.9)

kifejezéssel egyenld.
Ezek alapjan az

1+p
——uogzz[z(my|x>>1+pr<>} L 0<p<l  (810)

Gallager-fuggvény minimumat a {0 < p < 1} tartoméanyban a p = 0 helyen veszi fel:

1 1+p
flogzZ [Z(PW (y|%)* Q (X)] lp=o =—log, YRy (y)=0, (8.11)
y

tehat a fliggvény nem negativ és p-val monoton nd, azaz

aEO (paQ) >0

0<p<1. 8.12
% , 0<p< (8.12)

A fliggvény viselkedését a 8.1. abran illusztraljuk.

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy az Ey (p, Q) Gallager-fiiggvény a 0 < p < 1 tartoméanyban
konvex.

Legyen A, p1 és p2 tetszbleges szdmok a [0, 1] tartomanyban, és jeldljik p,-val a

pr=Ap1+ (1—A)p2 = Ap1+2p2 (8.13)

értéket, ahol A = (1 — A). Haaz Ey (p, Q) Gallager-fiiggvény p-ban konvex, akkor fent kell &llnia
az

Eo (P2, Q) = AEo (p1,Q) +AEo (p2, Q) (8.14)
egyenl&tlenségnek, amit a 8.2. abran illusztralunk.

Ismert, hogy tetsz6leges R, {i =1,2,...,K} diszkrét valdszin(iségi eloszlas és a > 0 esetén

K L ASHAr K . As Tk . Ar
[Z P.af&*“] < [Z P.afl [Z P@f] : (8.15)
i—1 i—1

i=1
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Eo (p,Q)

Kezdeti derivalt

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
l

0 1 p

8.1. abra. Az Eq (p, Q) jellegének illusztralasa a p fliggvényében

Eo (p,Q)

Eo (p2,Q)

Eo(pr,Q)
AEo (p1,Q) +AEg (p2,Q)
Eo (p1,Q)

8.2. dbra. Az Ey (p, Q) konvex jellegének az illusztralasa a p fliggvényében
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és az egyenl8ség akkor és csak akkor all fent, ha ca,-l/ S

Az

helyettesitések utan
As+(1—A)r=A(1+p1)

ezért

[Z(PYX y!X)””QX( X)

X

Alkalmazzuk ezutan a

+ (1= (1+p2) =

a = Ryx (Y] X)
r=(1+p1)
s= (1+p2)
R = Qx (X)

L ML+p1)
< 1Y (Rex (¥ %)) 7Pt Qx (X)} [Z(R(x (Y[x) )”‘)2 Qx ( )}

Sao< (84) (30

1

-\

\\Mx

:| 1+py

8. FUGGELEK

minden i-re.

(8.16)
AM1+(1=N)p2+1=1+p;, (8.17)
<
M1+p2)
(8.18)

> (8.19)

Hdélder-egyenl6tlenséget, amely minden A € [0,1], & 2 es bI > 0 szamhalmazra igaz, és ame-
lynél az egyenl&ség akkor és csak akkor all fent, ha &'~

flggvényben szerepld

|2

, és vizsgaljuk meg az Ey (p, Q)

1 14p;,
(Rex (v [ %)) 79 Qx (x)] -

y Lx
M(1+p1) AM1+p2)
SIACATIEN | [S R0 o) (©.20)
kifejezés jobb oldalat, és vegyik észre, hogy a
r e 1 ML+p1)
a = | > (Rx (Y %)™ Qx (¥) (8.21)
ésa _
r oy 1ML+p2)
bi = [ (Rex (¥ | X)) 772 Qx (X) (8.22)
helyettesités utan a
1 M+pa) (1-1)(L+p2)
Y [z (Rex (y [ X)) Pt Qx (X)} [z (Rex (¥ %) )”"2 Qx ( )} <
y LXx X
L (1+p1)\ * (L4+p2)\
< (Z [Z(wa (v %)) 7 Qx <x)] ) (2 [2 (Rrix (¥ 1)) 7% Qx( >]
y LX y Lx
(8.23)

Ezutan igaz, hogy

1+p
z[g(mx W10 Q] <
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o (o) * N (1p2)\ 17
< (2 [Z(PYIX (y|x)) 71 Qx (X)} ) (2 {Z(va(ﬂ X)) T2 Qx (X)] ) ,

y LX y Lx
(8.24)
és képezve a két oldal kettes alapl logaritmusanak a minusz egyszeresét
1+py
o6 2| X (Rox (1) Q0] 2
1 (1+p1) (1+p2)
> 1100, 3 |3 (R (y10) P Q0] —(1-Wiog, 3|3 Ry ) Qu9]
y LX y X
(8.25)
ezert igaz, hogy B
Eo (P2, Q) > AEo (p1,Q) +AEo (p2,Q), (8.26)
vagyis az Eg (p, Q) Gallager-fliggvény a vizsgélt tartomanyban konvex, azaz
B (p,Q) _
oz = <0, (8.27)

amivel az allitast bebizonyitottuk.

e Ebben a pontban a Gallager-fuggvény p = 0 helyen felvett kezdeti derivaltjat hatarozzuk meg a
p szerint (I&sd a 8.1. &brat).
Az eredeti fliggvény a korabbiaknak megfelelGen az

1 1+p
B0 (p.Q) = —log, ¥ {2 (Rix (%) Q <x>} (6.28)

y X
formaban irhato fel.

A formalis és hosszadalmas derivalasi miveletek elvégzése helyett allitsuk el§ a logaritmus
argumentumaban 1évd

1 14+p
:Z[Z(WXW\@V”QxWﬂ (8.29)
y Lx
fliggvény Taylor-soranak els6 két tagjat az
ar =a-—palna+... (8.30)
ésa
b'*P =~ b+ pbinb+ ... (8.31)

Taylor-sorok segitségével. Ennek alapjan a

b= 3 (Rrx (v 1) ™ Qx 09 = S (P(y )™ Q9 (8:32)
ésaz
a=PRyx (yX) =P(y|x) (8:33)

helyettesitések utan a
1+p

ZZ (V1) Q)| =

X
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%g{z w10 Qe+ [ (P07 Qeo] n [ S Py )% Q] =

X X X

=S P (1—pIn(P(y[x)))Q(X)+
y X

"> [zpmx)(l—pln(P(y\ x>>>Q<x>} I [2P<y|x><1—pln<P<y x)))Q(x)} ~

y Lx X

= D PYIXNQX) —pX X PY[XQX)IN(P(y|x)+
y X y X

Y Y PYIXQMIN [2P<yrx>Q<x>} -
y X X
ZZP(x,y)—pZZP(x,y)ln(P(ylX))+DZZP(y,X)In(P(y))=
y X
=1— pZZP X Y)IN(P(Y|x)+pD. D Pxy)In(P(y). (8.34)

y X

Felhasznalva a fenti egyenletet, és a

In(1+cx) , c

log, (1+cx) = BTV |n2

(8.35)

Taylor-sort, az Ey (p, Q) fuggvény Talor-sorénak elsé két tagja a p = 0-ban az al&bbi alakban
irhato fel:

Eo (p,Q) = —log, {1—pZZP(X,y)|n(P(y| X))+pZZP(X,Y)|n(P(y))} =
y X y X

—Iogz{1+p( > Y P(xy)In( (WX)HZZP(x,y)In(P(y)))}%
y X

y X

“—& (-EZronmney i) S pEmmEo)) -
y X y X

=p<ZZP(x,y)logz (y1x) ZZnylogz (y))>
y X

=pHEY)—H(Y|X))=pl(X)Y), (8.36)

azaz az Ey (p, Q) meredeksége a p = 0 helyen azonos a csatorna bemeneti és kimeneti jele kozotti
kdlcsonds informacioval, tehat

dE (p,Q) :
% lo=0 =1(X;Y). (8.37)
Vizsgaljuk meg ezutan az
Es (R Q) = max [Eo(p,Q) —pR (8.39)

exponens viselkedéset az R atviteli sebesség fuggvenyében. Ehhez meg kell keresnia0 <p <1
tartoméanyban az Eg (p,Q) — pR flggvény p szerinti maximumat. A feladat megoldasa el6tt
célszer(i &brézolni az Ey (p,Q) — pR fuggvényt, hogy a p szerinti maximumrdl képet tudjunk
alkotni (lasd a 8.2. abrat). Az abrabdl jél lathatd, hogy
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EO(paQ)_pR
Kezdeti derivalt
‘ R=0
|
|
|
|
|
|
|
[ R=Re
|
|
3(Eo(p,Q)—pR
( (pap) PR _ i
| |
| ' R>Rc
pOIN 1 p

8.3. dbra. Az Eg (p, Q) — pRjellegének illusztralasa a p fliggvényéeben

— Kis R értékeknél a fliggvény a 0 < p < 1-ban a tartomany szélén a p = 1 helyen veszi fel
a maximalis értékét. Ezen a maximum helyen

azaz ebben a tartomanyban az exponens az atviteli sebesség ndvekedésével linearisan
csokken, és a csokkenés meredeksége egy. Emellett tudjuk, hogy

ahol Eg (Q) nem més, mint a Q szerinti maximalizalas el6tti Bhattacharyya-exponens.

— Ezahelyzetaddig az R; értékig tart, amikor az Eg (p, Q) — pRfliggvény p szerinti derivaltja
a p = 1 helyen éppen nulla értékd, azaz

a(Eo(p,;?)) —pRe) oot =0, (8.41)

amibdl
angng) ot —Re=0, (8.42)

illetve
R. = aEOSS’Q) lp=1- (8.43)

Léthato, hogy Rc-nél nagyobb adatsebességeknél az Eq (p, Q) — pR maximumahoz tartozé
p érték kisebb egynél.
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— HaRjoval nagyobb, mint R;, akkor az Ey (p, Q) — pRmaximuméhoz tartoz6 p érték mono-
ton csokken, és amikor Reléri az Eq (p, Q) kezdeti derivaltjat, az

R— M‘pzo 1o (X;Y), (8.44)

op

értéket, akkor az Ep (p, Q) — pR maximumahoz tartoz6 p érték nulla lesz, és az Eg (R, Q)
Gallager-exponens a 0 < p < 1 tartomanyban nem lehet nullanal nagyobb, mivel

lim Es (R.Q) = i (Eo (p.Q) —pR) = p (I (X;Y) ~R). (8.45)

ami biztosan nem pozitiv, ha I (Y; X) < R. Ebb6l megallapithatd, hogy a Gallager-exponens
optimalis p valasztasa esetén az lg (Y; X) > Rtartomanyban pozitiv értéket vesz fel.

— A fentiekb6l a Qx szerinti maximumkeresés utan igaz, hogy
Ec(R) = néax Ec(Q,R) >0 (8.46)
X

az
R< r%axIQ(X;Y) =C (8.47)
X

tartomanyban, azaz a kapacitasnal kisebb atviteli sebességek mellett a kordbban megismert
E[Pg] < 2—N(Eo(p,.Q—pPR) _ Z*NEG(R)7 0<p<1 (8.48)

kifejezés alapjan aszimptotikusan (ha a N minden hatéron tdl n6) hibamentesen lehet kom-
munikalni, és egyttal véletlen kddolasnal felsd korlatot lehet adni az atlagos blokkhibavaldszin(isé-
gre.

8.2. Az atlagokra vonatkozé egyenlétlenség igazolasa

Legyen {x} (i=1,2,...,M) pozitiv val6s szamok halmaza, és jeloljuk x-sal a szamok szamtani atlagat.
Legyen M = 2M’ paros, és vegy(k ki a halmazbél az M’ szamU legnagyobb értéket. Ebben az esetben
igaz, hogy a megmarad6 szdamok mindegyike:

X < 2X. (8.49)
Az allitas egyszer(ien belathato, ha feltételezziik, hogy az eredeti M szdmot névekvé sorrendbe

allitjuk x; <xo < ... <Xy < X1 < ..o < X, s kiszdmitjuk X értékét

M’ M’
in + Z Xi] . (8.50)
i=1

i=M'+1

X

_1
M

Ha az allitds nem volna igaz, akkor az els6 M’ sorszamu x; kdzott kellene lenni legalabb egy 2x-nél
nagyobb érték{ elemnek, azaz minden M’-nél nagyobb sorszamu x;-nek nagyobbnak kellene lenni 2x-
nal. Ha ez igaz lenne, akkor az egyenl8ség jobb oldalat nem ndvelnénk, ha minden ilyen tagot 2x-vel
helyettesitenénk:

Ml

1M
X = Xi+2M'X| = =Y X +X, 8.51
2% ’V'Zi i (8.51)

M’ M’ 1
PR EEDIE
i=1

i=M"+1

1
M :

amibdl nyilvanvalo, hogy ekkor az els6 M’ sorszamu tag értéke biztosan nem lehet nullanal nagyobb,
ami ellentmond a kiindulasi feltételnek. Eszerint az elsé M’ sorszam tag értéke biztosan kisebb, vagy
legfeljebb egyenld 2x-sal.
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8.3. Az E|Wj] fels6 korlatjanak szarmaztatasa trellis kodolo és véletlen
kodolas eseten

A 7.70. egyenletben az informacios bithibak varhato értékének, E[W;]-nek a fels korlatjat kivantuk
meghatarozni. Az ottani megfontolasok alapjan és felhasznalva a 7.66. egyenletet a felsd korlatra a

L1+T+17j
EW] < ko2ke2MEo(p.Q) z (I _T)zfno[Eo(mQ)*PRx](l*T*l) (8.52)
I=T+1
kifejezés adodott. A szummazas hatarainak formalis atalakitasaval, azaz i = | — T vélasztassal az

egyenlet a
Li+1—j i—1

J
EW,] < kp2lo2 NE(PQ S i{zfno[Eo(PQ)*PRt]} _
i=1

Li+1—j i—1
= k02k027N[E0(p7Q) z i {zfno[Eo(PvQ)*PRt]} (8.53)
i=0
forméba alakithato at.
Altalaban ismert, hogy minden 0 < a < 1 esetén a

Lt+lfji1 SN T . .
la s Qi =5 =~ 9a = 54
Za ial _Zéua aagg)a aa[l—a] i-a2’ (8.54)
ezért a E[W;] kifejezés felsd korlatjat az a = 2~[Fo(P-Q)=PR] valasztas utan a
E[W] < ko202 NE(P-Q) ! G R<BPQ 655
(1—2-Mo[Eo(p.Q-pRI) P

formaban irhatjuk fel.



